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Kapitel 1

Eigenwertprobleme

Ausgangspunkt: zahlreiche technische und naturwissenschaftliche Probleme fithren auf Eigenwertpro-
blem, z.B. in der Strukturmechanik (“Eigenfrequenzen eines elastischen Korpers”), Quantenmechanik, ...
Ziel: numerische Approximation der Eigenwerte und Eigenfunktionen
Modellproblem: Finde Funktion u und A € R, so dass

—Au=Au, aufQ, ulaq = 0. (1.1)

Bemerkung 1.1 Das EWP (1.1) hat physikalische Bedeutung: Die Eigenwerte A in (1.1) sind tatséchlich
positiv, und die Werte v/X entsprechen den Eigenfrequenzen einer eingespannten Membran. .

Das Problem (1.1) werden wir variationell verstehen:

Finde (u,\) € H}(Q) \ {0} x R s.d. /QVU Vo = )\/qu Yo € H} (). (1.2)

Beispiel 1.2 Sei Q2 = (0,7) und betrachte
—u" =X auf Q, u(0) = u(m) = 0.

Die allg. Losung der Differentialgleichung —u” — Au = 0 ist u(z) = Cj sin(v/Az) + Cy cos(v/Ax). Damit
es nichttriviale Losungen gibt, muss v'A = n, n € N sein. Damit sind die Eigenpaare (u,, Ay,)

U () :sin(\/xx), An = n?, n=12 ...,
Beobachtung/Nachrechnen: die Eigenfunktionen erfiillen 2 Orthogonalititsbeziehungen:
(UnsUm)r2@) = 0 n#m,
(Uny Um) g () = /Qu;u;n =0 n#m
Weiters ist (uy), sogar eine Orthogonalbasis von L?(Q) (und, wie wir spéter sehen werden, auch eine
von H}(Q).) .
Wir betrachten ein etwas allgemeineres Setting im vorliegenden Kapitel:
e V', H Hilbertrdume (iiber R)
e V' C H dicht, kompakt
e a:V xV — R symmetrisch, stetig, bilinear, koerziv

e (-,-)g = Skalarprodukt auf H



e a(-,-) erzeugt ein Innenprodukt auf V', welches dquivalent zum Innenprodukt auf V' ist.

Wir betrachten:
Finde (u,A) € V\ {0} x R s.d. a(u,v) = Mu,v)g YveV. (1.3)

Fiir die Losbarkeitstheorie verwenden wir die Theorie kompakter Operatoren. Sei T' : H — V der
Losungsoperator fiir die Variationsaufgabe:

Finde v € V s.d. a(u,v) = (f,v)m Yv eV, (1.4)
d.h. Tf € V ist charakterisiert durch
a(Tf,v)=(f,v)u Yv e V. (1.5)
Weil V' C H koénnen wir T auf V einschrinken und als Operator auf V' auffassen. Dann gilt:
Satz 1.3 (i) T:V — V ist kompakt
(it) T :V =V ist selbstadjungiert bzgl. a(-,-)
(iii) “T ist positiv auf V7: a(Tf, f) > 0 fir alle f € V \ {0}.

Beweis: ad (i): Der Operator T': V' — V ist eine Verkettung der kompakten Einbettung V' C H mit
dem stetigen Operator T : H — V (Lax-Milgram!):

T:V—H—=YV

Damit ist T : V — V kompakt als Verkettung eines stetigen und eines kompakten Operators.
ad (ii): Seien f, v € V. D.g.:

a(Tf,v) = (f,0)m = (v, f)u = a(Tv, [) " =" al(f, Tv)
ad (iii):
o fiir feV\{0}ist a(Tf,f)=(f,f)um >0.
e Weil die Einbettung V' C H injektiv ist, wiirde aus || f||z = 0 folgen, dass f = 0 (als Element von

V).
]
Das variationell formulierte EWP (1.3) ist dquivalent zu einem EWP fiir T
Lemma 1.4 (u,A) € V\ {0} x R\ {0} lost (1.3) <= (u,A) € V'\ {0} x R\ {0} ldst
Tu = lu (1.6)
A
Beweis: “=": Sei (u, A) Losung von (1.3). Dann gilt:
a(u,v) = Mu,v)g = Aa(Tu,v) = a(A\Tu,v) YveV.
Weil a(-, ) ein Skalarprodukt ist, folgt
u = NTu.
“«=": Gelte (1.6). Dann folgt fiir alle v € V'
a(Atu,v) = a(Tu,v) = (u,v) g,
dh. (1.3). O

Lemma 1.4 besagt, dass die gesuchten Eigenpaare (u, \) von (1.3) durch die Eigenpaare (u,1/\) von
T gegeben sind. Da T kompakt und selbstadjungiert (bzgl. a(-, -)) ist, kann die Spektraltheorie kompakter
Operatoren eingesetzt werden. Es gilt:



Satz 1.5 (Spektralsatz fiir kompakte, selbstadj. Operatoren) Sei X ein Hilbertraum iber C und
A: X — X kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt:

(i) Das Spektrum o(A) = {p € Clp— A : X — X ist nicht stetig invertierbar} ist eine abzihlbare
Menge mit einzig méglichem Hdiufungspunkt 0. Die Elemente p € o(A) \ {0} heissen Eigenwerte.

(ii) o(A) C R. Ist A nichtnegativ, d.h. (Az,z)x >0 fir alle x, dann ist o(A) C [0, | Allx] C [0, 00).

(i1i) Fir jedes pn € o(A)\ {0} ist Ker(u — A) endlichdimensional. Die Zahl dimKer(p — A) € N heisst
Vielfachheit! des Eigenwertes pi. Der Raum Ker(u — A) heisst Eigenraum zum Eigenwert .

() Fir p, po € o(A)\{0} mit p1 # po und uy € Ker(pus —A) und us € Ker(pus—A) gilt (u1,us)x = 0.

(v) X hat eine ONB aus Eigenvektoren von A. Genauer: Sei die abzihlbare Menge o(A)\ {0} als Folge
W1, b2, - - ., geschrieben, wobei jeder Eigenwert gemdss seiner Vielfachheit ggf. mehrfach aufgefiihrt
wird. Dann existiert eine Folge (ey,), C X mit

(eru em)X = 6n,m

und X = Ker A ®x span{e;} ®x span{ea} &x ---.

(vi) Jedes x € X kann als “Fourierreihe” geschrieben werden:

T=a+ T,€En)XEn,
D> (@en)

n=1

wobei a € Ker A. Weiters ist
o0
Ar = Z Mn(xv en)Xen

n=1
Beweis: Eine reelle Version dieses Satzes wird in den Ubungen bewiesen. O

Eine reelle Version von Satz 1.5 kann auch durch “Komplexifizieren” aus der komplexen Version rausge-
holt werden:

Ubung 1.6 Sei X ein Hilbertraum iiber R und A : X — X ein symmetrischer Operator. Die Komple-
xifizierung von X ist der Raum _
X ={z+iy|z,ye X}

Zeigen Sie: X ist ein Hilbertraum iiber C, wenn man das Skalarprodukt als
((z +1y), (@' +iy) 5 = ((v,2")x + (9,9)x) +1((y,2")x — (z,¥')x)

wihlt. Der Raum X ist in natiirlicher Weise in X eingebettet. Die Komplexifizierung von A ist ent-
sprechend definiert durch A(x + iy) := Az + iAy. Zeigen Sie: A ist selbstadjungiert. Zeigen Sie: falls A
kompakt ist, dann ist A kompakt. .

Einschub

Lemma 1.7 Sei A selbstadjungiert auf dem Hilbertraum X (iber C oder R). Sei Ra der Rayleighquo-

tient:
Az, x)x

Ry(x) := ((I,I)X ) z € X\ {0}

Dann gilt:
[Allx = sup|Ra(z)]

Fiir kompakte Operatoren A wird das Supremum sogar angenommen und der Maximierer ist ein Eigen-
vektor. Insbesondere ist dann ||Al|x ein Eigenwert.

lgenauer: ry := dimKer(u — A) ist die geometrische Vielfachheit von p. Man nennt die kleinste Zahl o € N mit
Ker(pu — A)® = Ker(u — A)*+! den Aszent von u. Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes u ist dann definiert als
rq := dim Ker(pu — A)®. Offensichtlich ist rq > r4. Im Fall von selbstadjungierten Operatoren gilt o = 1, so dass rq = rg.
Denn: wire a > 2, so gibe es ein ¢ # 0 mit x € Ker(u — A)® und = ¢ Ker(u — A)*~1. Wegen o > 2 kinnen wir dann
sinnvoll (u — A)®~2z betrachten, und es folgt mit der Selbstadjungiertheit von u — A: 0 = ((p — A)%z, (p — A)* 2x) x =
((p—A)*tg, (un—A)>lo)x = |(n— A)* 1z||% > 0, ein Widerspruch.



Beweis: Dass fiir kompakte Operatoren das Supremum von einem Eigenvektor angenommen wird, wird
in den Ubungen gezeigt.
Sei
s :=sup |[Ra(z)| < [[Allx,
xr

wobei die Aussage s < | A||x einfach zu sehen ist (hier wird die Selbstadjungiertheit nicht benétigt). Um
||A|lx < s zu sehen, miissen wir die Selbstadjungiertheit benutzen. Seien z, y € X beliebig. Dann gilt:

2[(Az,y)x + (Ay,z)x| = [(A(z +y), (z + y))x — (A(z —y), (z — y)) x| (1.7)
<s(lz+ylx + lz —yli%) = 2s (=% + lyl%) -

Wir wihlen nun y = tAx mit einen ¢ > 0, welches wir spéter geeignet wihlen. Dann folgt wegen der
Selbstadjungiertheit von A
At Az ||k < 25 (Jlz)|% + ¢°] Az %)
d.h.
(2t — st?) | A% < sl2l%-

Fiir eine scharfe Abschéitzung wéhlen wir ¢ > 0 so, dass die linke Seite moglichst gross wird. Dies fiihrt
auf die Wahl ¢ = 1/s > 0. Es ergibt sich also

1
SlHzl% < sflzllk-

Weil z beliebig war, ergibt sich ||A]|x < s.

Strikt genommen haben wir im Beweis s > 0 angenommen. Im degenerierten Fall s = 0 jedoch kénnen
wir genauso vorgehen, indem wir in (1.7) s durch durch s + ¢ fiir beliebiges € > 0 ersetzen. Dann ergibt
sich || A||x < (s + ¢) fiir beliebiges € > 0. O

Korollar 1.8 Es gibt eine Folge (un, An)n C V \ {0} x R mit folgenden FEigenschaften:
(i) a(tn,v) = A (u,v)g Yo €V

(ii) Die Folge (Ay)n erfillt 0 < Ay < Ay < -+ und limy, 00 Ay = 00. Insbesondere hat jeder Eigenwert
von (1.3) nur endliche Vielfachheit.

(i4i) (un)n ist ONB in H. Insbesondere lisst sich jedes uw € H darstellen als
Z (U, Un) 5 U,
(iv) (/\,_Ll/Qun)n ist ONB in (V,a(-,+)) Insbesondere lisst sich jedes w € V' darstellen als
i —1/2 ATV 2,
Beweis: Wir verwenden Satz 1.5 fiir den kompakten Operator T' und X = (V,a(-,-)).
1. Schritt: Wir behaupten Ker ' = {0}. Um dies zu sehen, sei u € Ker T'. Dann ist

0=a(0,v) =a(Tu,v) = (u,v)g Yv e V.

Weil V' dicht in H liegt, folgt also u = 0 (als Element von H und dann wegen der Injektivitit der
Einbettung V' C H auch als Element von V).

2. Schritt: Seien (en, fin)n die (orthonormierten) Eigenpaare des Operators T wie in Satz 1.5 bestimmt.
D.h.

a) Te, = ppey fir allen € N



b) (en)n ist eine ONB von (V,a(,-)).
Mit A, := 1/p, ergibt sich dann (vgl. Lemma 1.4):
a(en,v) = Ap(en,v)H Vv e V.
3. Schritt: Wir behaupten, dass die (e, ), auch paarweise orthogonal bzgl. (-,-)y sind:
(ensem)r = An(ens A tem) i = alen, A ten) = A;lén,m
4. Schritt: Wir definieren die im Satz angegeben Funktionen wu,:
=V Auen

Dann gilt:

o (Un,Um)H = On,m

o a(tUp, Um) = Anln.m

. ()\;1/2un)n ist ONB von (V,a(-,-)).

Es bleibt zu zeigen, dass (un), den Raum H aufspannt. Sei Iy : H — span{uy,...,uy} die Orthogo-
nalprojektion (in H). Wir behaupten:

lim |lu—Iyullg =0.
N—o00

Fiir jedes u € V gilt

u= Z (u, Ay YV Pun )N Y 2, = Z(u,un)Hun
n=1 n=1
N N
HNu:Zuun Hun:Z 1/2 n)A, 1/2un.
n=1 n=1

D.h.: die Projektion IIyu stimmt mit der abgebrochenen (Orthogonal-)Entwicklung von » im Raum
(V,a(-,+)) iiberein! Damit gilt
Nlim lu—Iyully =0 Yu e V.
—00

Ein Dichtheitsargument dehnt die Aussage nun auf H aus. Sei uw € H. Sei ¢ > 0. Wahle u, € V mit
lw — uel|lgr < e. Dann gilt

lu —Mnullg < JJu —vellg + [Ty (v — ue) || + [ue = yuelln
~— ———
<e <|(u—wue)||la<e <C|lue—Ine|ly—0 fir N — oo

finis 1.5tunde
Fiir selbstadjungierte, kompakte Operatoren A ist der Rayleighquotient

(Az,z)x

Ry(z) == @) x

, xz e X\ {0}

ein wichtiges Hilfsmittel, um die Eigenwerte zu charakterisieren? Fiir A = T und X = (V, a(-,)) entsteht

(x,2)g
a(z,x)’

Wir betrachten den Kehrwert

R(z) = xf”H zeV\{0}. (1.8)

Es gilt

2Fiir selbstadjungierte Operatoren ist der Rayleighquotient auch ein wichtiges numerisches Hilfsmittel wie z.B. bei
Ritz-Verfahren.



Satz 1.9 (Minimumprinzip) Seien die Figenwerte X\, der Grisse nach sortiert: \y < Ag < -+- und
entsprechend ihrer Vielfachheit aufgefiihrt. Seien die u,, die zugehorigen Eigenvektoren. Dann gilt:

(i) R(upn) = A, fiir allen

(i) A\ = min,ey R(u)

(iii) mit
Vi = span{ui,...,um}, (1.9)
Vi o= weV]av,w)=0 YwecVy}={veV|v,wg=0 YwecV,} (1.10)
folgt
Am = min R(v), m=2,3,.... (1.11)
vevi

Beweis: ad (i): ist unmittelbar.
ad (i1): Sei v € V. Dann gilt wegen a(uy,,v) = Ay (un,v)y und den Orthogonalitiiten, die die Funk-
tionen u,, erfiillen:

oo o0
V= g Vy Uy ) HUp = E a(v 1/2 n) A, 1/2un
n=1 n=1

lvllz = Z (v, un)r

n=1

= a2 )P =D Anl(v, ) u?
n=1

D.h.: _ 2
R(w) = 2@ _ Ecy Ml v, )|
lvll% Yoy (v, upn) H
Weil A, 1, folgt
min R(v) = Aq.
VeV

ad (iii): Sei v € V- ;. Dann hat v die Darstellung

o o0
E Uy Up) HUp = E (U, Up ) HUp-
n=1 n=m

Damit ergibt sich

v) = G(U,U) = Z’Zo:m )‘n|(vvun)H|2
B0 = o, = o vl

und aus der Monotonie A, T folgt wieder

min R(v) = Ap.
vevt

m—1

O

Der explizite Bezug auf die Eigenvektoren u,, fiir die Charakterisierung der Eigenwerte \,,, m > 2 in
Satz 1.9 ist oft unhandlich, da die Eigenvektoren nicht explizit bekannt sind. Man kann das umgehen:

Satz 1.10 (Minimax-Prinzip)

Am = min  max R(v), m=12,....
E,CV v€EE,

dim E,,,=m



Beweis: “>7: Sei E,;, := V,,, = span{u1, ..., Uy, }. Dann hat jedes v € V,,, die Darstellung v = Y | apup,
mit o, = (v, u,)y und
m
R(U) _ Zn:l )\na% .

Maximieren iiber alle (o), € R™ liefert als Maximum A, wegen der Monotonie A, 1, d.h.

max R(v) = M. (1.12)

“<”: Sei Ey, C V mit dim E,,, =m. Wihle v € E,,, \ {0} so, dass
(v, un)g =0, n=1,...,m—1.

(das geht, weil nur m — 1 lineare Bedingungen gestellt werden). Dann ist v € V,-_; N E,;, und somit nach
Satz 1.9
Am = min R(w) < R(v) < max R(w).

weV L weE,,

m—1

1.0.1 FEM Diskretisierung

Die Diskretisierung des variationell gestellten Eigenwertproblems (1.3) erfolgt durch Wahl eines abge-
schlossenen Unterraums V;, C V und Betrachten von

Finde (up, Ap) € Vi, \ {0} x R s. d. a(up,v) = Ap(up,v) g Yov € Vp,. (1.13)

Das (diskrete) Eigenwertproblem (1.13) ist &quivalent zu einem algebraischen (verallgemeinerten) Eigen-
wertproblem: Wihlt man eine Basis {¢1,...,¢n} von Vj, so ist (1.13) dquivalent zu:

Finde (uh, /\h) S RN \ {0} x R s. d. Auy, = )\hMuh, Aij = a(gaj, (pi), MU = ((pj, W?)H
(1.14)

Bemerkung 1.11 Fiir moderate Problemgrossen N kann man das Matrix-Eigenwertproblem (1.14) mit
Standardmethoden der numerischen linearen Algebra losen, z.B. dem QR-Algorithmus (wenn M = Id
oder wenn man M ™! A betrachtet) oder Varianten wie dem QZ-Algorithmus (fiir allgemeines M). Dies
liefert alle Eigenwerte und Eigenvektoren mit Aufwand O(N?). Fiir grosse N arbeitet man mit iterativen
Verfahren, die nur einen kleinen Teil des Spektrums liefern. Dies aus zwei Griinden: 1) die Kosten
sind nicht tragbar und QR-artige Algorithmen konnen sehr schlecht die Besetzungsstruktur von A, M
ausnutzen (typischerweise sind dies diinn besetzte Matrizen); 2) man ist ohnehin nur an einem kleinen
Teil des Spektrums interessiert, weil die numerischen Approximationen eines grossen Teils des Spektrums
sehr schlecht sind (— spéter). .

Ubung 1.12 Uberlegen Sie sich, dass das Minimax-Prinzip auch fiir das das endlichdimensionale Pro-
blem (1.13) gilt, d.h.

Ahm = Efnng%/h vnel%::(n R(v) (1.15)
dim E,,,=m

Wir nutzen Ubung 1.12, um zu zeigen, dass die Konvergenz der diskreten Eigenwerte Ah,m “von oben”
erfolgt:

Satz 1.13 FEs ist
Am < Am, m=1,...,N.



Beweis: Anwenden des diskreten Minimaxprinzips (1.15) und des kontinuierlichen Minimax-Prinzips
liefert wegen V;, C V:

Ah,m = min  max R(v) > min max R(v) =\,
EnCVh vEEN, E,CV veEE,
dim E,,=m dim E,,=m

O

Ubung 1.14 Falls die Approximationsriume Vj, geschachtelt sind, dann ist die Konvergenz sogar mo-
noton: Seien Vj, C Vi C V. Dann gilt

)\m§>\h’,m§)\h7m7 m:L...,N.

1.0.2 Konvergenz der Eigenwerte

Wir definieren den Ritzprojektor P, : V' — Vj, als die Orthogonalprojektion auf Vj, im a(-, -)-Innenprodukt,
d.h. P,u € V), ist charakterisiert durch

a(u — Ppu,v) =0 v € V. (1.16)
Wir erinnern an folgende Fakten:
e P, ist linear
e Bestapproximationseigenschaft: ||u — Pru|ly < Cinf,ev, |lu — o)y
e Orthogonalprojektion in a(-,-): ||Pnl|g < 1, wobei || - ||g die Energienorm ist.

Es ist naheliegend, dass fiir die Konvergenz der Eigenwerte und Eigenvektoren die Frage geklidrt werden
sollte, in welcher Beziehung der Raum V,,, (aufgespannt durch die ersten m Eigenvektoren) zu seiner
Projektion P,V,, in den Approximationsraum V), steht. Es gilt:

Lemma 1.15 Definiere
—_— 1<m<N. (1.17)

Dann gilt: Falls (fir einm € {1,...,N}), opm >0, so gilt (fir dieses m)
A < A < 07 2 Am. (1.18)

Beweis: (Bemerkung: op ., beschreibt die Norm des Inversen der Operators Py, : Vi, — PpV;,, d.h.
1—0}7}11 ist ein Mass dafiir, wie nahe V,,, und P}, V,,, beieinander sind.) Wir verwenden wieder das Minimax-
Prinzip, diesmal mit dem Raum FE,,, = P,V,,. Hierzu miissen wir aus der Voraussetzung o, ,,, > 0 sehen,
dass dim E,,, = m: wire dim E,, = P,V,, < m, so giibe es v € V,,, \ {0} mit P,v = 0, was aber oy, ,, > 0
widerspricht.

Das Minimax-Prinzip (1.15) liefert nun fir E,, = P,V,,

Py, P
Ah,m < max R(v) = max a(vf,zv) = max w < maXL’vg
’ VEEm veE, |[v]|3,  veVm ||Puvl% veVn || Pro||%;
a(v,v) |vl% 2
= e < Aoy o,
vV [ollg 1Prollz = 7"
wobei wir im letzten Schritt die Beobachtung (1.12) verwendet haben. O

Lemma 1.15 zeigt, dass wir fiir festes m zeigen wollen:3
lim o =1.
h—0 hm

Das folgende Lemma zeigt, dass dies moglich ist:

3obwohl die Raume V;, C V bis jetzt beliebig waren, stellen wir uns natiirlich vor, dass der Raum SP:1(73,) fiir ein Gitter
der Maschenweite h gemeint ist
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Lemma 1.16 )
2 - P
PSR 1 NV g Ll Y
' AMovev, lvllE

Beweis: Vorbemerkung: Dreiecksungleichung liefert || Pyv||g > ||v||lg—|lv—Puollg > ||v]|lg—C|lv—Prollv.
Der Punkt des Lemmas ist deshalb, dass ||v — Pyvl|? erscheint.
Sei v € Vy, mit ||v]|g =1 von der Form

m m
v = Zanum Z |ozn|2 =1.
n=1 n=1

Wegen ||v]|g =1 gilt
1— ||P}LUH%[ = (v,v)g — (Pov, Pov)g = (v — Pro,v+ Ppo)g = (v — Ppo,2v+ Py —v)g
= —|lv — Pyo[|% +2(v — Pyv,v)m
—_—

<0

und damit
||th|\12q =1-2(v— Pw,v)g+|v-— th||fq >1—2(v— Ppo,v)q.

Mit a(z, un) = Ap(z,upn) g fiir alle z € V und a(v — Ppv,w) = 0 fiir alle w € V}, berechnen wir:

(v— Pyo,v)g = Zan(v — Py, up)g

n=1
"
= Z —a(v — Pyu,uy)
n=1""
m
a,
= Z —a(v — Ppv,u, — Pruy)
n=1""

m
8]
<5 by = Pl fun — Prally

A
=
|
|

m m
a
IS a3 e~ Pl
1 n=1 n=1

5 < Um s o Paolly
wWEV,,
llwll p=1

IN

lall v sup  fw — Pl
A WE Vi,
[lw|lz=1

und damit folgt
a
| Prol|2 > 1 — QH)\—H\/E sup |lw — Phwl|%.
1 wWE Vi,
|lw|| p=1

Wegen ||v]|g =1 folgt die Behauptung. O

Lemma 1.16 zeigt, dass wir weiterkommen, wenn wir eine Approximationseigenschaft fiir die Rdume
(Vi)n>o fordern. Wir werden nun fordern:

YveV: %%Jg‘f/h lv —w|v = 0. (1.19)
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Satz 1.17 Es gelte (1.19). Dann gilt: Fiir jedes m € N existiert ein hg > 0 und ein Cy, > 0, so dass fiir
alle h < hqg gilt:
a2
0< Ao — A < O sup i 10—V
veV,, weVi  [lollF

Beweis: Wir kénnen wieder v € V,, mit [lv||g = 1 betrachten. Schreiben wir v = > | ayu,, mit
Pt lan|? =1, so gilt

m m m

U — Ipvjlv = An|||Un — FpUn||lV > Qp Upn — LpUnl||y,

lo = Puolly < ) lawlllun = Pruallv < |ovn|? l[un — Phun |}
n=1 n=1

n=1
———
=1

Nach Voraussetzung (1.19) kénnen wir jede der m Funktion u,, n = 1,...,m, beliebig gut approximieren,
wenn h klein genug ist. D.h., wir haben gezeigt:

YVe>0 3Fhg>0 Vh<hg: sup |v— Py <e.
vEVN,
[[vllm=1
Wegen der elementaren Ungleichung
1

1—e¢

<1+2¢ fiir € > 0 hinreichend klein

folgt somit aus Lemma 1.16, dass fiir hinreichend kleine A

0,2 <1+C sup |v— Pyol}.
’ vEV,
llvllz=1

und wegen der Bestapproximationseigenschaft des Ritzprojektors

o,zfn <1+4+C sup igéh\|v—w\\%/.

Ue‘/m w

lloll m=1
Mittels Lemma 1.15 folgt dann die Behauptung. O
Bemerkung 1.18 e Satz 1.17 zeigt, dass die Konvergenz der Eigenwerte doppelt so schnell ist wie

man es fiir die Eigenvektoren erwarten kann.

e Satz 1.17 zeigt, dass man fiir festes m Konvergenz A,, = lim,_,g Ay, erwarten kann, wenn man
mit Gittern der Maschenweite h arbeitet. "

1.0.3 Konvergenz der Eigenvektoren

Wir betrachten hier nur den Fall eines einfachen Eigenwertes \,,; die Konvergenztheorie fiir Eigenwerte
mit Vielfachheit k£ > 2 ist moglich.

Die Eigenfunktionen (u,,),, wurden bereits in Korollar 1.8 definiert. Véllig analog ergeben sich diskrete
Eigenfunktionen (up,,)Y_;. Diese bilden eine ONB von (Vj, (+,")g) und die Funktionen (A;Lmun)nN:l
bilden eine ONB von (Vj,a(-,)). ,

Eine wichtige Grosse in der Konvergenztheorie von Eigenwertproblemen ist, wie gut der Eigenwert
Am vom Rest des Spektrums getrennt ist: min{|A,, — A;||i € N\ {m}} > 0 (beachte: A, ist als einfacher
EW gefordert). Entsprechend bendtigen wir eine Grosse, die misst, inwieweit das diskrete Spektrum
{Ani|1<i< N} von A, getrennt ist. Genauer: Die Zahl

)\7?7,

hym = Max —————
Phom == B8N [Am — Al

(1.20)

ist ein Mass dafiir, wie weit die diskreten Eigenwerte, die nicht gegen \,, konvergieren, von \,, getrennt
sind.
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Ubung 1.19 Zeigen Sie: Unter den Voraussetzungen von Satz 1.17 und der Annahme, dass A, ein
einfacher EW ist, gibt es ein hg > 0 und ein ¢,, > 0, so dass fiir alle h < hq gilt: pp.m < - .

Das folgende Lemma zeigt, dass (bis auf Skalierung) die diskrete Eigenfunktion wy, ,, tatséchlich eng mit
der Eigenfunktion w,, zusammenhéngt:

Lemma 1.20 Sei A, einfacher Eigenwert und gelte die Approzimationseigenschaft (1.19). Dann exi-
stiert hg > 0, so dass fir alle h < hq gilt: Es existiert ein Vorzeichen o € {£1}, so dass

||um - O'Uh,mHH S 2(1 + pm,h)”um - PhumHH- (121)

Beweis: Die kontinuierlichen Eigenfunktionen (u, ), und die diskreten Eigenfunktionen (up, )y sind nur
bis auf ein Vorzeichen eindeutig. Wir wahlen nun das Vorzeichen o von up, ,,, durch die Normierungsbe-
dingung

(Prtm, unm)m = 0. (1.22)
Mit dieser Wahl wollen wir nun (1.21) mit o = +1 zeigen.

Die Funktionen (up_,)Y_; bilden eine ONB von (Vj,, (-, ) ir). Sei vpm € span{uy, ., } die H-Orthogonalprojektion
von Ppu,,, d.h.
Vh,m = (Phu'nu uh,m)H“h,m

Wir bemerken

] =

Pyup, —vpm = (PhUm, Uhn) HUA R

3
Il
_

3
S
3

|(Prtym, wnn)m |

WE

| Pt — vh,mH%I =

n=1
n#m
Wir werden unten mit der Dreiecksungleichung
[ttm = wnmllb < [t — Prvm || i + [Pt — vhmll b+ [[0n,m — twh,mll & (1.23)

zum Ziel kommen. Wir miissen also diese drei Terme abschétzen.

Uber die Eigenschaft, dass die Funktionen (un)n und (up n)n Eigenfunktionen sind, kénnen wir wie-
der das (-, -) g-Skalarprodukt in ein a(-, -)-Skalarprodukt umwandeln, um die Galerkinorthogonalitét des
Ritzprojektors P, auszunutzen:

Am

— 1 _y—1 _
m ) - n » hyn) — n » Chin) — s “h, .
(Phttm, unin) i = Ap 5y @(Prtin; thn) = Ap, 3,0t Unn) " (W, Un,n) 1
n
Damit ergibt sich
(>\h,n - )\m)(Phum7uh,n)H = )\m(um - Phum7uh,n)H
N
—> || Pattn — il Fr = D [(Putton, wnn)al?
Zm
N
< pi,m Z ‘(um - Phumy uh,n)H‘2
n=1
n#Em
N
< Phm Z | (Um = Pattns unn) i1 < 05 o lUm — Pt |7 (1.24)

n=1

Damit haben wir den zweiten Term in (1.23) in der gewiinschten Art abgeschitzt. Es bleibt vy, pm — wnm
abzuschétzen. Es ist:

Vh,m — Uh,m = ((Phunu uh,nL)H - 1) Uh,m
= lvnm — unmllz = 11— (Prtm, tnm)ul -

13



Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert mit unserer Normierungsannahme (Ppuy,, Upm)g > 0

lumll o —[lwm — vhmllE < Vb m || < lumllz +lum — vhmlla, (1.25)
~—— —— ——
=1 [(Phwm,un,m)H|=(Phtm,un, m)H =1

so dass wir erhalten
1T — (Prtim, wnm) i | < i, — vy || 21
und damit
0hm — wnmll e = 11 = (Patim, wn,m) o) < ||tm — Onmlla- (1.26)

Die Dreiecksungleichung angewandt auf (1.26) liefert mit (1.24)

lvnm — uhmllg < |tm — Vhmlla < [|tm — Proumllg + || Pottm — Vhm|l &

< Hum - Phum”H + ph,m”um - PhUmHH

Damit:
Hum - uh,m”H S Hum - Phum”H + ||Phum - Uh,mHH + ||vh,m - uh,m”H
< Hum - Phum”H + (1 + ph,m)”um - Phum”H + Ph,mHum - PhumHHv
was die gewiinschte Aussage ist. O

Lemma 1.25 liefert die Konvergenz der Eigenwerte in der (ziemlich schwachen) || || z-Norm. Fiir Aussagen
in der || - ||v-Norm kann man folgendes Resultat verwenden, welches auch bei Fehlerschétzern fir EWP
Anwendung findet:

Lemma 1.21 Sei (u,A\) € V \ {0} x R ein Figenpaar. Dann gilt fir beliebige v € V' \ {0}:
a(v,v) = Mv||% = a(u —v,u —v) = Mu—v,u —v)g

Beweis: Folgt durch direktes Nachrechnen und Ausnutzen von a(u,z) = A(u, z) g fiir beliebige z € V.
O

Setzt man u = Uy, und v = up,_,, in Lemma 1.21 ein, so erhalten wir eine Konvergenzaussage fiir w,y, —p,m
aus Lemma 1.20 und Satz 1.17:

Satz 1.22 Sei A\, ein einfacher Eigenwert und gelte (1.19). Dann existiert ein hg > 0 und ein C' > 0,
so dass fir alle h < hg gilt (hier ist das VZ von up ., immer wie im Beweis von Lemma 1.20 gewdihlt)

|t — unm|ly <C sup inf |v—wvplv
vEV,, VhEVR
lvll =1

Hum - uh,m”H S C”um - Phum”H
Beweis: Lemma 1.21 liefert mit u = w,, und v = uy, ,,, mit den Normierungen ||uy, ||z =1 = ||upm| o

Ann = Am = Al tn,m 17 = Al tn,m 17 = a(uh,m, whm) — Am l|unml|E

== a(um — Uh,m, Um — uh,m) - )\mHum - uh,m”%{~

Das liefert
a(um — Uh,m, Um — uh,m) = )\h,m - >\m + AmHum - uh,m”?’—]a

woraus sich aus Lemma 1.20 und Satz 1.17 die Behauptung ergibt. (]
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1.0.4 Bemerkungen

e Die Konvergenzaussage in Satz 1.17 verlangt die Approximierbarkeit von V,,, = span{us,...,um}
und nicht einfach nur span{u,,} (im Falle von einfachen Eigenwerten). Tatséichlich kann man die
Aussagen auch dahingehend verschirfen, dass bei einfachen Eigenwerten gilt:

Mom — Am < C inf ug, — |3 (1.27)
veEVH

e Wir haben hier nur den symmetrischen Fall betrachtet, bei dem der Operator T selbstadjungiert
ist. Die Konvergenztheorie bei nichtsymmetrischen Bilinearformen af(-,-) ist moglich. Nicht alle
Konvergenzaussagen aus dem symmetrischen Fall sind iibertragbar, u.a. weil geometrische und al-
gebraische Vielfachheit von Eigenwerten nicht mehr {ibereinstimmen. Z.B. ist dann die Verdopplung
der Konvergenzrate wie in (1.27) nicht mehr gewihrleistet. L]

1.0.5 ein operatortheoretischer Zugang

Ziel: Tllustration eines allgemeineren Zugangs mittels funktionalanalytischer Techniken, der auch auf
nicht-symmetrische Probleme verallgemeinerbar ist und auch quantifizierbare Konvergenzaussagen liefern
kann.

Eine Grundannahme wird (1.19), sein, das wir etwas anders formulieren:

lim Pou=u Yu e V. (1.28)
h—0

Satz 1.23 (i) Sei (up, An)n>o0 eine beschrinkte Folge von diskreten Eigenpaaren (d.h. ||upllv <1 und
An < C fiir ein C > 0 unabhdingig von h). Dann existiert eine Teilfolge (up/, Aps) und ein Eigenpaar
(u, ) € VA {0} x R won (1.2) mit upr — u (in V) und \pr — A.

(i) Sei \ ein Eigenwert von (1.2). Dann existiert eine Folge (un, Ap) von diskreten Eigenpaaren mit

)\h—>)\.

Fiir den Beweis beno6tigen wir eine Operatordarstellung der diskreten Eigenwertproblem:

Lemma 1.24 (i) Sei (up, Ap) ein diskretes Eigenpaar. Dann gilt:

)\hPhTuh = Up (129)
AhPhTPhUh = Phuh = Up- (130)

(ii) Jedes Eigenpaar (u,A) € V '\ {0} x R\ {0} von
P}LTP}L’U, = %u (131)

ist ein diskretes Eigenpaar, d.h. w = Pyu € Vi, und (u,\) € Vi, x R st (1.13).

Beweis: ad (i): Wir nutzen die Selbstadjungiertheit von T' und P}, bzgl. a(-,-) aus: Sei (up, An) € Vi xR.
D.g.

a(up,v) = Ap(un,v) g Yo e Vy

— a(uh, th) =\ (uh, PhU)H YveV
—_——— —_————
=a(Prup,v)=a(up,v) a(TPpv,up)=a(Ppv,Tup)=a(v,Pr,Tup)

<~ up = \pPrTuy,

Damit ist (1.29) gezeigt. (1.30) folgt aus (1.29) durch Anwenden von Pj,.
ad (ii): Erfille (u, A) (1.31). Dann ist u = AP, TPyu € Vj, in V},. Insbesondere sind die Umformungen
aus dem Beweis von (i) moglich und zeigen, dass (u, A) ein diskretes Eigenpaar ist. O

15



Beweis von Satz 1.23: entscheidendes Hilfsmittel ist die Normkonvergenz P,T — T'. Diese folgt aus

PT-T= (P-I) T
——— ~~~
—0 punktweise kompakt
ad (i): Sei (up, Ap) beschrinkte Folge von diskreten Eigenpaaren mit
lunlz=1  wnd  M[<C Vh>0.

Nach Ubergang auf eine Teilfolge (die wir wieder mit (uy, \) bezeichnen) kénnen wir annehmen:

up Luev, (1.32)
up B, (1.33)
Tup, % T, (1.34)
An = AER. (1.35)

Nun schliessen wir

up, = \pPrTup = A\, (PhT - T) Up, + T(uh - u) +Tu
~— ~ | —— =~ ———
s —A —0 in Norm beschrénkt  —0wg. T kompakt

Damit konvergiert die rechte Seite in Norm gegen AT'u, so dass die (schwach konvergente) Folge auf der
linken Seite auch in Norm gegen ihren schwachen Limes u konvergiert. Wir haben also

u = ATu.

Es bleibt zu zeigen, dass u # 0 und A # 0. Das folgt aus

(1.33),(1.35)
1= [lupllE = alun, un) = Mn(wn,un)g = Mullunllyy =" Mlullz.

Damit folgt A # 0 und |Ju|| g # 0.
ad (i1): Wir argumentieren mittels eines Stérungsargumentes wie im Beweis vom Satz von Bauer-Fike.
Wir schreiben
T =P, TP, + 9,

wobei [|0x ||y — 0, denn
Sh =T — P,TP, = (I — P)T + ByT(I — Py)

lésst sich schreiben als Verkettung von kompakten Operatoren und punktweise gegen Null konvergieren-
den Operatoren. Der Operator P, TP, ist kompakt und selbstadjungiert (bzgl. a(-,-)) und hat deshalb
eine ONB (en, pip.n) von (Va(:,-)) aus Eigenvektoren:

PhTPhen:Mh,nenv n=1,...,

Die Eigenvektoren zu den EW py, , = 0 spannen nach dem Spektralsatz Ker P,T'P;, auf. Nach Lem-
ma 1.24, (ii) sind die Paare (ey, 1/, n) mit pp, n, # 0 diskrete Eigenpaare. Mit den diskreten Eigenwerten
mit A\p; > 0,4=1,..., N, haben wir also:

Lhin = A n=1,...,N, tthn =0, n=N+1,...,
Sei nun A ein Eigenwert des kontinuierlichen Problems. Setze p := A~!. Wir behaupten:
inf{|p — ppnlln=1,...,N} =0 fir h — 0. (1.36)

Es reicht, inf{|g — ppn|Im = 1,...,N} > 0 zu betrachten. Dann ist A kein diskreter Eigenwert und
w— PpT Py, ist invertierbar:

o0

— 1
(u— P, TPy)v = Z(u —pnn)a(v,en)en,  und  (u— P TP,) o= Z ——a(v,en)en.

n=1 n=1 ’
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Insbesondere erhalten wir

_ 1 1
[(4 = PLTPy)~" || = max = —
no = fhe| Mg | — )

Sei nun 0 # u ein zu A gehoriger Eigenvektor. Dann ist pu = Tu = P, T Ppu 4 dpu und damit

u=(p— P,TP,) "Spu = lule < (e — PTPy) " | ellonllellull 2
= 1< |[(p— PTPy) | slldnlle = min | — pip,n| < [|6n]l5 = 0.

Wir haben somit erhalten, dass die diskreten Eigenwerte die kontinuierlichen approximieren.
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Kapitel 2

parabolische Probleme

Vorbemerkung: viele zeitabhéngige Probleme werden durch parabolische Gleichungen beschrieben, z.B.
e die Wirmeleitungsgleichung u; — Au = f in Qr = Q x (0,7)
e die Navier-Stokes Gleichungen

u, — pAu+ (u-Viu+Vp=f
divu=0

Bemerkung: die Zeitvariable ¢ ist ausgezeichnet: die hochste Ableitungsordnung nach ¢ ist 1 wahrend sie
nach den Ortsvariablen 2 ist.
Wir betrachten die (lineare) Wirmeleitungsgleichung. Sei 2 C R? und zu gegebenem f, ug

u —Au = f auf Qp :=Q x (0,7, (2.1a)
u(z,t) =0 Veelr:=00x(0,T), “parabolischer Rand” (2.1b)
u(-,0) = ug auf Q (2.1¢)

Bemerkung 2.1 (2.1) beschreibt z.B. die Temperaturverteilung in einem Korper Q zum Zeitpunkt ¢,
wobei ug die Anfangstemperaturverteilung ist und f die zugefiihrte Energie beschreibt. Die Randbedin-
gung bedeutet, dass die Temperatur am Rand fixiert wird (“Eisbad”).

Vorbemerkungen zur Numerik:

1. das “klassische” Vorgehen ist die Linienmethode: man wéhlt eine feste Diskretisierung im Ort und
16st das resultieren ODE-System mit einem numerischen Verfahren.
Vorteile:

e “time marching” speichereffizient, keine Beschriankung fiir den Endzeitpunkt

e Kombination von “klassischen” Diskretisierungen (sowohl im Ort als auch in der Zeit), d.h.
gut verstandene und verfiigbare Bausteine

Nachteil: feste Ortsdiskretisierung — Adaptivitdt im Raum?

2. Rothemethode: verwende Zeitdiskretisierung und lése in jedem Zeitschritt ein Ortsproblem (—
Adaptivitit im Ort méglich)

3. Space-time: diskretisiere das volle Problem (2.1). Nachteil: teuer. Vorteil: volle Adaptivit moglich

Wir betrachten hier die Linienmethode.
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2.1 Variationsformulierung im Ort

Ziel: Formulierung, die fﬁr die Linienmethode geeignet ist und FEM als Ortsdiskretisierung verwendet.
Aus (2.1) mit a(u,v) := [, Vu - Vo ergibt sich, dass eine klassische Losung u die Gleichung

(ue(t,-),v) 2 + a(u(t,-),v) = (f(t,-),v) 2 forallv € H} () (2.2)

erfiillt. Dies ist bereits sinnvoll, wenn fiir jedes feste ¢ gilt: u(t, ) € H}(2). Wir werden deshalb (zunéichst)
mit folgendem Losungsbegriff fiir (2.1) arbeiten:

Finde u € C*([0,T), H}(Q)), sodass
(W'(t),v)r2 +a(u(t),v) = (f(t),v)r2 Vv e H;(Q) (2:3)
u(0) = uo (in Hy(Q))
Dabei wird gefordert
o feC(0,T];L*(Q)
e uy € Hj()

Bemerkung 2.2 (Ableitungsbegriff) Sei u : (0,7) — (X;|| - ||x) eine Funktion wobei ¢t € (0,T). Ein
Element u/(t) € X heifit Ableitung von u an der Stelle ¢, falls

u(t+h) —ult) L0l =o.

X

lim
h—0

Bemerkung 2.3 Die Formulierung (2.3) ist nicht die schwéchstmégliche (Zeitableitungen sind hier
“klassisch”!), aber bequem, um ODE-Theorie einzusetzen. Eine Verallgemeinerung der Formulierung
wird in der Vorlesung PDE betrachtet. Insbesondere kann der Losungsbegriff so erweitert werden, dass
auch ug € L?(Q) sinnvoll behandelt werden kann.

Ubung 2.4 Sei u € C*((0,T); H§(Q)). Dann ist u € C*((0,T); L*(Q))
Ubung 2.5 Fiir u € C'((0,T); H}(Q)) gilt:
o t— |lu(t)||3. ist stetig differenzierbar und
gllu@®lF: = 2(u'(t), u(t)) 2
Satz 2.6 (Energieungleichung) Es gelte fir ein v >0
. 7||v||H1 < a(v,v) Vv e H Q)
o u lost (2.8)

Dann gilt:
t

Jull ooy < e uolagoy + [ €A 1a(0ds
0
Beweis:
1. Schritt: Wir nehmen zunéchst an, dass ||u(s)||p2 > 0 fiir alle 0 < s < ¢ ist. Dann gilt:

1d Ubung 2.5
mlluu)niz 2 <u’<t>,u<t>>m und

d (W' (), u(t)) 2

— N u(t = u(t -
a0l = gy O = mdt Oz = i@l

es ist auch moglich, u € L} (0,T;X) distributionell zu differenzieren

1
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Mit einer Testfunktion v = u(s) fiir festes s folgt aus (2.3)

(F(5),u(s)) 2 = (F(s), 00z 27 (W (5),0) 2 + a(uls),v) =

= (W/(s),u(s))r2 +a(u(s), u(s))
~—_————

()l 2 F lu(®)ll L2

t=s
Cauchy-

Schwarz
o = G lelluls)lze

= a(u(s), u(s)) + Hu(5)||L2%HU(t)||L2

Da a(u(s), u(s)) = yllu(s)llz = vluls)]Z

d
= M)z + Zlu@llez|,_ <1f()lee VO<s<t

Ein integrierender Faktor fiir die linke Seite ist e7*

= S @) | _ = (Ml + G| _ ) < 16l

dt
Durch Integration von 0 bis t ergibt sich

t=

t
M u(t)lz2 — ellu(0)] L2 < /evsllf(S)llwds
0

t
SOz < e ol + [ (0] s
0
2.Schritt: Wir betrachten den Fall ||u(s)||z2 > 0 auf [0,7T]. Aus (2.3) ergibt sich mit v = u(s)

Cauchy-
Schwar:

a(u(s),u(s)) + ('(s),u(s)) 2 = (F(s),u()) e < |F()]zeluls)lls

>yllull2,, 2vllul2,

1 w2,

=s

Um das Problem zu umgehen, dass |[u(s)|zz = 0 sein kann, weil man ja durch ||u(s)|/rz dividieren will,

definiert man fiir ein ¢ > 0 die Funktion he(t) := \/[lu(t)||2. + 2. Dann ist

o Eho)] _ = &VR0)|_ = mmahi0)| _ = w0, u®)]
o Hu@I]_ = #n20|_ = 2me(s)dn )]
Also folgt:
d
h2(s) + hols) The(B)] < IFS)lee uls) 2 + 7
t=s N—_——
<he(s)
&2 _ 2 < e2 _ . . . e e . .
Da () \/HuHin"EQ S U= =6 ergibt sich bei Division der Ungleichung durch h.(s)
he(s) + )] < IF@) e+ 15 < 17 (6) s + 70
Yhe e e = L2 7h5(8> > Lz T

Wie im 1. Schritt ergibt sich durch Multiplikation mit €”® und Integration
t

Fhelt) < he(©) < [ (176) |22 +9e]ds
0

=he(t) < e "h(0) + / e VI (8)l 2 +velds Ve>0
0
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Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Ubung 2.7 Satz 2.6 liefert die Eindeutigkeit der Losung von (2.3).

Bemerkung 2.8 Fiir f = 0 ist die Wirmeleitungsleichung dissipativ (in L*(2)), d.h. |Ju(t)]|z2 <
e " |u(0)]| 2. Dann folgt fiir 2 verschiedene Anfangsbedingungen wg, g, dass die Losungen u(t), a(t)
die Bedingung ||u(t) — @(t)||r2 < e "|ug — @ol|r2 erfiillen. Gute numerische Verfahren sollten dieses
qualitative Verhalten widerspiegeln.

Bemerkung 2.9 (Evolutionsoperator) Fiir f = 0 kann man den Evolutionsoperator
E(t) : up — u(t)
definieren. Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist er ein Halbgruppe:
e E(t+s) = E(t)o E(s), t,s>0
e F£(0)=1d

E(t) kann explizit mittels der Eigenfunktionen des Dirichlet-Laplaceoperators dargestellt werden: Seien
(¢n, An) die Eigenpaare von

—Ap, = Apn  auf Q) Onloa =10

und sei (¢, ), eine ONB von L?(Q) (und Orthogonalbasis von H}(Q)). Dann ist

E<t)u0 = Z e_>\nt<u0a (pn>L2 Pn (24)

n=1

Bemerkung 2.10 (Duhamelprinzip) fiir f # 0 (hinreichend glatt) gilt fir die Losung u

u(t) = E(t)up + /0 E(t—s)f(s)ds. (2.5)

(Die Konvergenz der Reihen ist in H}(Q) zu verstehen, falls ug € H () und f € C([0,T]; L3()).

2.2 Semidiskretisierung im Ort (,,Linienmethode*)

Ziel: Approximotion von (2.3) durch ein (endliches) System von ODEs. Sei V;, C H} () mit dim(V},) =
N < oound Basis {; | i =1,...,N}. Sei ugp, € Vj, eine Approximation an ug. Dann ist die semidiskrete
Approximation uy an die Losung u gegeben durch

Finde uj, € C([0,T); V1) sodass
(2.6a) (u),(t),v)r2 +alup(t),v) = (f(t),v) 2 YoveV, (2.6)
(26[)) uh(O) = Uo,h

(2.6) stellt ein ODE-System dar. Definiert man die Steifigkeitsmatrix A € R¥*Y und die Massematrix
M € R¥*N durch

Az_] :a(SOjMPi), M’L] = <50j7%0i>L2a Z)j = 17"'5N (27)
und F(¢) durch
Fi(t) = (f(t), pi) L2 (2.8)

M=

so ergibt sich aus dem Ansatz up(t) = Y u;(t)p;, dass (2.6) dquivalent ist zum ODE-System

=1

Mu'(t) + Au(t) =F(t)  t>0 (2.9)
u(0) = uy, |
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N
wobei ug , = Y ug,; ; die Darstellung in der Basis {p; |i=1,..., N} von ugj € Vj ist.?
i=1

.. .. N
Ubung 2.11 Die Matrizen A und M sind SPD. Uberdies gilt fiir alle v,w € RY mit v = > v;¢;,

=1
N
w =Y w;p;, dass v Mw = (w,v) > und v Aw = a(w,v).
i=1
Bemerkung 2.12 Aus Ubung 2.11 folgt, dass (2.9) édquivalent ist zu
u =M"'F(t) - M 'Au(t)
u(0) = ug
D.h. die Existenz und Eindeutigkeit von (2.6) ist gegeben.
Analog zu Satz 2.6 gilt
Lemma 2.13 Seien r € CY([0,T]; L?(Q)) und w € C*([0,T); V3,) und erfiillen
(W', v)p2 + a(w,v) = (r(t),v) 2 fir alle v € Vj,.
Dann gilt: t
@l < e @l + [ e rts)leds
0
Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu jenem von Satz 2.6. U

Bemerkung 2.14 Analog zur Evolution F konnen wir die semidiskrete Evolution Ej, definieren, welche
fiir festes t ug,p € V3, auf die Losung yy,(t) =: Epuo, von (2.9) mit f = 0 abbildet. Lemma 2.13 besagt,
|1 Er(#)vrllr2 < |lvnllze fir alle v, € V},. Weiters kann durch Ej, durch die diskreten Eigenfunktionen und
Eigenwerte geschrieben werden (Ubung). Es das diskrete Duhamelprinzip:

un(t) = Bn(tuop + / Bt — )15 f(s) ds

mit der L2-Projektion I : L3(Q) = V. .

Im folgenden wollen wir ||u(t) — un(t)||r2 abschétzen, indem wir ||u(t) — Pru(t)||r2 abschitzen. Py
bezeichnet dabei wieder den Ritzprojektor Py, : H}(2) — Vj,. Dieser ist fiir alle v € V}, durch a(w,v) =
a(Ppw,v) definiert. Wir wissen bereits, dass P}, linear und beschriinkt ist. Die Beschrinktheit folgt aus
der Existenz einer Konstante C' > 0, sodass || Pyw|| 1 < C|lw|| g fiir alle w € H}(Q) gilt.

jon

2Um die Aquivalenz von (2.6) mit (2.9) zu sehen, schreiben wir uy, (t) = u; (t)e;. Damit gilt:

=1

up, lost (2.6a)

N N N N N
< < u)(t)e;, Zl wpi> +a <Z1 u; (t)e;, Zl Vitpi) = <f(t), Zl Vi‘/’i> VveRN
1= L2 1= 1=

1 Jj= L2

<.
Il

N N
A w(t)vilp;, i) e + _Zluj(t)w a(pj,pi) = 3 vi(f(t), pi)p2  YveERY

1 ij= i=1

< vIMu'(t) + vT Au(t) = vIF(t) vV veRN

M=

i

< Mu'(t) + Au(t) = F(¢)
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Satz 2.15 Sei u € C*([0,T]; H}(Q)) eine Losung von (2.8) und uy, eine Losung von (2.6). Dann gilt
t

[u(t) = un ()22 < [lu(t) = Pru(t)l|z2 + [[un(0) — Pru(0)]|z2e ™ Jr/e_W(t_S)HU'(S) — Pyt (s)| 2ds
0

Beweis: Wird up, () — u(t) = up(t) — Pru(t) + Pru(t) — u(t) geschrieben, dann ist

=0(1) —:o(t)
un(t) — u(®)||2 < 10E)]z2 + llo(®)] L2

1. Schritt: Aus der Linearitit und der Beschriinktheit von P, und u € CY([0,T]; H}(2)) folgt, dass
(Pru) = Ppu/, weil

1 ine
lim H (Pru(t + k) — Pru(t)) — Phu’(t)H Py lincar
k—0 k H1
—_ t k) — t eschrin
g [ (B0 Y] s
k—0 k 1
_— t+k)—u(t
< lim C ult+k) —ult) u'(t)H =0 nach Definition von u'.
k—0 H

2. Schritt: Aus dem 1. Schritt folgt § € C1([0,T]; V},). Weiters ist fiir jedes v € Vj,
0 (t),v) 2 +a(0(t),v) = (u),v) 2 + alup,v) — (P, v) 12 — a(Ppu,v) =

2.6

O f (1), 0) 2 — (Putd ) 12 — a(Pyu,v) =

Def.

2 (f(), v) e — (Pru,v) e — a(u,v) =

(22 (W, v)p2 — (P’ v)p2 = (u' — P’ (t),v) 12
3. Schritt: Aus Lemma 2.13 folgt fiir 0

t
0l < e [18(0)]| 2 +/6”(H)IIU’(S) — Pt/ (s)|| L2ds.

—_————
=llun(0)=Pru(0)|l L2

Bemerkung 2.16 Satz 2.15 zeigt, dass ||u(t) — un(t)|| 2 durch den Fehler |u(t) — Phu(t)|| 2 +2 Terme
abgeschitzt werden kann, die eine Fehlerakkumulation fiir die Zeiten 0 < s < ¢ darstellen. Man spricht
vom ,,Gedéchtnis“ von parabolischen Gleichungen. .

Regularitdtsannahmen an u erlauben Abschétzungen, die explizit in A sind.
Korollar 2.17 Sei Vj, = S§(T), wobei T eine Jormreguldre, regulire Triangulierung sei. Erfille die
Lésung u von (2.3) die Regularititsvoraussetzung u € C3(Qx [0,T)). Seiugp € Vi, entweder ug p, = Prug
oder ug p, = ITug, wobei Iug den stiickweisen linearen Interpolanten bezeichne. Dann gilt:

) — (Bl 20y < Ch mas (fut, )]sy + el )| sgen)
Ist Q sogar konvez, dann ist

[u(t) = un(t)|| L2y < CR? g (Ju(, )2 () + e, 8) a2 @) -

Beweis: Es gilt fiir jedes v € H?(Q) (fiir d € {1,2,3})
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o ||v— PhUHLz(Q) <|lw-= Ph’UHHl(Q) <Cllv- IU”HI(Q) < Ch|v\cz(g)
o falls Q2 konvex ist, gilt sogar mittels Aubin-Nitsche ||[v — Ppv||p2(0) < Ch2|v\cz(g)

Damit folgt die Behauptung aus Satz 2.15 (]

Ubung 2.18 Sei § € C*([0,T];V},) und gelte fiir alle v € Vj, und fiir ein » € C°([0,T]; L*(Q)), dass
(0", v) L2y + a(0,v) = (r(t),v) 2(q). Zeigen Sie:

t

06y < OOy + [ (o) ey
0

Hinweis: Betrachte v = 0'.
Zeigen Sie, dass

t
u(t) = un ()] < 2 |ut) = Pou(t)lFn + 2 |uo,n — Pruolfn + 2/ ' (s) = Puut'(s)l|72ds
0

2.3 Volldiskrete Verfahren

Die Semidiskretisierung fithrt auf das ODE-System
Mu' + Au = F, u(0) = ug (2.10)

wobei M und A SPD sind.

Frage: Richtige Wahl der Zeitdiskretisierung?

Antwort: Verfahren fiir steife Differentialgleichungen, also A- oder sogar L-stabile Verfahren

Um die richtige Wahl der Zeitdiskretisierung zu motivieren, sollten wir verstehen, wie sich die Losun-
gen von (2.10) verhalten. Wir versuchen deshalb, (2.10) in ein entkoppeltes ODE-System umzuwandeln.

Satz 2.19 Seien A und M € RN*N SPD. Dann gelten fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem
Finde (v,\) € RV \ {0} x C, sodass Av = AMv (2.11)
folgende Aussagen:

(i) Der Eigenwert X erfiille A > 0.
(ii) Es gibt N Eigenpaare (vi,A;), i =1,...,N, die orthogonal bzgl. (-,-)a und (-, )M sind, d.h.
(Vi,vi)m = (Mvi, vj)2 =0 Vi
(VZ‘,VJ‘)A: <AVZ‘,VJ‘>2 =0 V’L#]
(i) Die Matriz V = (v1,...,vy) € RV*N diagonalisiert M und A simultan, d.h.
VIMV = Diagonalmatriz
VT AV = Diagonalmatriz
() Falls die v; so normiert werden, dass (v;,vj)m = 05, dann gilt

A\ 0
VIMV =1d, VIAV=D=
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Beweis: Ubung. Hinweis: Betrachte das EWP M-2AM 2x = \x ([l
Definiert man nun i = V—'u, F = VTF, iy = V~1uy, dann ist (2.10) dquivalent zu

A 0
u + a=F, u0) = (2.12)
0 AN

(2.12) stellt ein im Sinne der Vorlesung “Numerik von Differentialgleichungen” steifes ODE-System dar,
falls einige EW \; > 0 grof sind. Das ist bei parabolischen Problemen der Fall, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 2.20 Sei T eine formregulire, regulire Triangulierung. Seien die Steifigkeitsmatric A und die

Massematrizc M durch (2.7) definiert, wobei {¢; |i=1,...,N} die Basis aus Hutfunktionen von Vi =

S(%('T) ist. Sei hyin = 11?1171’ hi. Dann existiert eine Konstante C > 0, die nur von der Formregularitdt
€

von T abhdngt, sodass

_ C
CHullZ2 0y < lulingoy < h27l||u||%2(9) VoueS5(T)

mn

Insbesondere folgt fiir die EW \; von (2.11)

C
1< mi ; < g .
C7 = pin A S max AiS gy (2:13)
Beweis: siehe Ubungen. Insbesondere ist die obere Abschitzung O(h;,? ) scharf. g

2.3.1 das implizite Eulerverfahren

Mittels der VO “Numerik von Differentialgleichungen” zeigt Satz 2.20, dass wir ein implizites Verfahren
zum Losen von (2.8) verwenden sollten. Das einfachste Verfahren ist das implizite Eulerverfahren:

ul Tt —
<hh,v> + a(uptt v) = (f(tat1), V) r2(0) VveVp, (2.14)
L2(Q)

wobei k > 0 der Zeitschritt, t,, = nk und u} ~ uy(¢,) ist. In Matrixschreibweise ist (2.14)

1
EM(U"H —u") 4+ Au"tt = it (2.15)
d.h., in jedem Schritt muss das LGS

(M + EA)u" ™ = Mu" 4 kF"H!

gelost werden.

Bemerkung 2.21 Es bietet sich an, M + kA einmal zu zerlegen (Choleskyzerlegung), und dann in
jedem Zeitschritt eine Vorwérts- und Riickwértssubstitution zu machen. .

Satz 2.22 Sei u € C1([0,T]; H}(Q)) Ldsung von (2.3) und erfille die Regularititsvoraussetzung u €
C?([0,T); L*(Q)). Sei ko > 0 fest gewdhlt. Sei Apmin der kleinste EW? des verallgemeinerten EWP

AMz = Az,

3fiir die Warmleitungsgleichung ist Apmin = O(1), d.h. “harmlos”
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wobei M und A die Massematriz und die Steifigkeitsmatriz der Ortsdiskretisierung sind. Dann gilt: Es
existiert b > 0, welches nur von ko und Apmin abhdngt, so dass fir jeden Zeitschritt k € (0, ko] gilt:

[y = u(ta)llze < llultn) = Phulta)llze + e " [luo,n — Pauol|z2
t
o [ ()~ Pl )l + b 052
0

n—1

gy = ulta)|Ze + D g™ = ufllZe + klug™ = ultj)lipn < C[Iluo,h — Ppul|2s
7=0

(2.16)

(2.17)

tn n—1
+ / [’ = Po’ |22 + K |[u” |72 dt + [u(tn) = Phu(ta) 72 + kY u(ts) = Paulty)|Z
0 -
=0

Beweis: Beweis von (2.16): Das Vorgehen ist das klassische Vorgehen fiir ESV fiir ODEs:

1. Rekurrenzformel fiir den Fehler
2. Auflésen der Rekurrenz mittels diskreten Gronwall-Lemmas

1. Schritt:
up — u(ty) = up — Pru(ty) + Pru(ty) — u(ty)

=:0n =:0"

2. Schritt: (Rekurrenzrelation fiir 0™)

Fupt —up, )z + a(up o) = (ftag), v)e Vv eV,

<u/(tn+1)ﬂ U>L2 + a(u(thrl)vv) = <f(tn+1)= U>L2 Vove H&(Q)

Fiir die Differenzbildung dieser beiden Gleichungen ist es geschickt, u'(¢,+1)) mittels Taylor umzuschrei-

ben: .
Taylor
(tn) "2 ult2) + (o — o) () + [ (0 ) (0)de
—_———
=k tny
. tnt1
trat) — u(t
:>u(tn+1): u( +1)k U( )_% (t—thrl)UH(t)dt:
tn
P j2 j2 P s
tat) — tn tnat) — u(ty tnt1) — tn
_Dnultnr) = Prultn) | ultnss) —ultn) _ Poutner) = Phulta) 1 (b=t ) (1)t =
k k k
tn,
tn+1 tn+1
Prul(t, — Pyu(t, 1 1
_ Pru “)k il )+% / u’(t)fPhu’(t)dth /(t—tn+1)u"(t)dt
i tn
7.wn+1 7,wn+1
%1 "2

Es gilt:
a(u(tnt1),v) = a(Pru(tns1),v) Yo €V

1
%<u2+1 —up, vy e +a(uf T v) = (f(tny), vz Yo €V

1
= (Prultnsr) = Pau(tn), v)r2(e) + a(Prtltnsr), v) = (f(bnsr), vhrz = (™ v re = (wp™ o)
Differenzenbildung von (2.19) und (2.20) fiihrt auf

1

E<9n+1 —0", U>L2 + a(@”“,v) = (w{”‘l,vﬁz + <w;l+1, U>L2 VoveV,.
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Mit v = 7! ergibt sich

107 Ige + ka0 oMY = (070" e Rl ) e (gt ) e
——

=‘9n+1 |2Hl Z)Wrmin H9"+1 Hiz

(2.22)

Aus (2.22) ergibt sich:

Cauchy-
Schwarz

= (1 + kAmin) 10712
<1022 107+ Ml 22 + Kllwy ™ 22 1074 ]2 + kllwy ™ [ 221074 | 2
= (14 EXin) 10" |2 < (1071|122 + kllwi ™22 + kllwy ™ 2
3. Schritt: (Auflésen der Rekurrenz)

1 k

16" 122 < T 10722 + T (e + g+ )

= 872 < (0 D) 602+ 21+ BAman) (o 2+l 22 ) =

= (1 D) 100+ £ 3D+ Db (s + 1)
j=1

Mit ¢, = nk und t,,_(;_1) = k(n — (j — 1)) ergibt sich, dass man
(1 + )\mmk)fn _ (1 + /\mink)ftn)\mm/()\mmk)
(1 + )\mznk)_(n_(]_l)) — (1 + Amink)_t717j+1AMi7L/()\77link)
abschétzen muss. Elementare Uberlegungen® zeigen, dass die Funktion
= (14 z)"Ye
monoton wachsend ist. Aus k < kg folgt somit, dass Apink < Apminko ist, d.h.
(L Amink) ™" = (L4 Aminko) ' Amin/ Gminko) < o0t
(14 Amink) =707 = (14 Apyinho) ~trs 2 Amin/ Aminko) < g =blbnts-1),
wobei b > 0 durch die Beziehung (1 4 A\in ko)~ min/ Aminko) — ¢=0 definiert ist. Damit erhalten wir
[0l < e 100l ek D7 e ) (e + w2
j=1
Wegen
1/ kof
e <5 [ I0® - P Olledt, udlle <5 [ Ol

tj—1

folgt damit

n J
0™ L2 < et |00 g2 + ) e bltnTtamn) / | (8) — Puud/ (8)|| 2 + K" (t)]|| p2dt <

e |6%) 2 +Z/ Tl () = Putd (8) |2 + kllu” (1) 2t

4g(a:) =M ((1+2)7 /%) = —2In(1 + 2); ¢/ () = 2OFDTRUAED) > g da L (In(1 +2) — 1+ 1/(1+2) = 1

+x
(1+I>2 >0 und limgo(ln(1+z)—14+1/(1+2)) =0
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6 = 0 (expliziter Euler): M(u"™! —u") + kAu" = kF(t,)
6 = 1 (impliziter Euler): M(u"™ —u") + kAu" = kF(t,11)

6 = 1/2 (Crank-Nicolson): M(u"™! —u™) + g(Au" +Au"t) = k:F(tm_%)

Abbildung 2.1: Matrixform des #-Schemas fiir die Warmeleitungsgleichung

Beweis von (2.17): Ausgangspunkt ist (2.22).

<9n+1 _ 9n79n+1>L2 +k‘9n+1 %{1 — k?< n+1 9n+1>L2 4 k)< n+1 9n+1> N

Tas‘rh(’nsﬁu’l(’r!ru‘kl(Heﬂ_'_l”g 7|2+ [|67+1 —om |2)
<k (lwf e + lwy ™ e2) 107 22

< kCp|0" g (Jlwi 2 + lws* 2) -
Damit:
6712 — 16122 + 167+ = 07132 + 2b16™ 2 < 2KCp 0™ s (oot g + 03 z2)

<K B+ = (lp e + gt ze)®

k
02
Subtraktion von k|0"*!| ;1 auf beiden Seiten und anschliessende Summation liefert

n—1

2
+1 j+1
10717 = 16°1132 + D 167+ — 07132 + k6" H1<02 Z(Iwﬂ ez + lwh™lz2)
7=0

Es ist
tn
kZ lwi ™32 + w] ™7 < / [u" = Puu|| 72 + k(||| 72 dt
0

so dass sich ergibt

n—1 tn
107172 + > 167+ — 67122 + k|07 7 < 1000172 + | llu/ — Pua (|72 + B2 |u” (|72 dt
0
=0

Setzt man p/ := Pyu(t;) — u(t;), so folgt

n—1

" l1Z2 + Z P =Pl AR R < T + k/ I’ — Po |72 + kD ulty) — Pru(t)|7n
_,_/
j=0
<’f ft N =Pra|?

und damit mittels uifl —u(tjy1) = 7T + pi*1 und der Dreiecksungleichung die Behauptung. ]
Korollar 2.23 Seiu € C3([0,T] x Q). Dann gilt:

(1) lluh = ultn)llL2 < Clh + K]

(ii) falls Q konvex ist, dann ist ||ujl — u(t,)||z2 < C[h* + k]
Beweis: Der Beweis verbleibt als Ubung. ]
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0<6<1/2 Verfahren nicht A-stabil Ordnung 1
0=1/2 Verfahren A-stabil Ordnung 2
1/2 < 6 <1 | Verfahren A-stabil (sogar L-stabil) | Ordnung 1

Abbildung 2.2: Stabilitit und Konvergenzordnung des 6-Schemas.

2.3.2 das 0-Schema

Das implizite Eulerverfahren ist ein Spezialfall des sog. 6-Schemas, welches fiir die ODE ¢y’ = f(¢,y) so
definiert ist:

Yyt =y kf(t+ Ot — ),y + 0(Yir1 — i)

Fiir 6 = 0 ergibt sich das explizite Eulerverfahren, fiir § = 1 das implizite Eulerverfahren. Fiir 6 = 1/2 das
Crank-Nicolson-Verfahren®-siehe Fig. 2.2. Aussagen analog zu Satz 2.22 gelten auch fiir das #-Schema,
z.B. kann man analog zu (2.17) in Satz 2.22 kann man folgende Stabilitétsaussage zeigen:

Ubung 2.24 Seien die u} mit dem 6-Schema und 6 € (1/2, 1] bestimmt. Setze u}*? 1= uf +0(u)t* —uf)
und t;49 :=t; + 0(tj41 —t;). Dann gilt:

n—1 n—1
o . .
luhl|Z2 + > Kl B + (20 = Dlluh™ = w72 < [ufllZ2 +C DKl f(t10) 7
=0 =0

(Hinweis: betrachte (2.21) mit v = 0"0 = uy, (t,19) — Pou(tnig).)

Bemerkung 2.25 Man kann die Konvergenzaussage (2.17) aus Satz 2.22 auch auf Ubung 2.24 stiitzen.

Mit geeigneter Regularitidt der Losung erhélt man fiir das Crank-Nicolson-Verfahren bessere Ordnung in
k:

Satz 2.26 (CN ist Ordnung 2) Seien die u} definiert durch
1 n+1 n u;LH_l — U;LL
E<uh —up, vz +a| +——20) = (f(tn + k/2),v) 2 Yv € Vp,.
Dann gilt:
tn
[ugy, = u(tn)llLz < lluo,n = PruollLz + [[u(tn) — Pru(tn)l| 2 +/ I’ = Pyu|| 2 + CK? w2 dt
0

Beweis: Analog zu Satz 2.22, (2.16). Verwene v = (§"*1 4 0™)/2 in (2.21). O

2.3.3 Stabilitiat des 6-Schemas—die CFL-Bedingung

Fir 0 < 0 < 1/2 ist das #-Schema nur bedingt stabil, d.h. es gibt eine Schrittweitenbeschrinkung
(“CFL”-Bedingung®), die in der Praxis sehr restriktiv ist. Um dies zu sehen, betrachten wir einen Schritt
des Verfahrens. Es hat die Form

UZ+1 = Puj + kF"

fiir einen linearen Operator P : V}, — V3. Man erhilt also (wir lassen die Wahl der Norm offen...)

gy HE< P |+ KILE™

5John Crank, Phyllis Nicolson. Im vorliegenden Fall einer linearen PDE stimmt das CN-Verfahren mit der impliziten
Mittelpunktsregel ( = 1-stufiges Gaussverfahren) iiberein.
6Richard Courant, Kurt Friedrichs, Hans Lewy
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Name P o(P) o(P) stabil?
Poop I—kM-'A {1-EA[A€0} | [1—kAnoe| | falls k< 12—
Pimpl (M + kA)_lM {ﬁ | AE O'} m S 1 fir alle k > 0
P (M+5a)" (M- 5A) | {5/ Iaeo) | <1 fiir alle k > 0
CN 2 2 T+k/2X =
Abbildung 2.3: Analyse von P in u"*! = Pu” + - --. o={\:3x # 0 mit Ax = \Mx}

Gronwall liefert dann
Jup | < 1PN [Jupll + -

Mit ty = Nk =T = Endzeitpunkt ergibt sich
" | < IPIT * )+
Dies zeigt, dass ||P|| < 14 Ck sein sollte, denn dann ist
”P”T/k < (1 + Ck)T/k _ (1 +Ck)TC/(Ck) < BCT

gleichmdssig in k.”

Um die Analyse von || P|| einfach zu halten, untersuchen wir || P|| auf dem Matrixlevel. Die Iteration
ist dann in “expliziter” Form u"™! = Pu™ + -- -, wobei die zughérige Matrix P (siehe Fig. 2.1 fiir die
Iterationsvorschrift) in Fig. 2.3 gegeben ist.

Weil fiir jede Matrixnorm gilt |P|| < p(P) mit dem Spektralradius p(P) = max{|A|| A € o(P)},
sehen wir, dass die Bedingung p(P) < 1 4 Ck eine sinnvolle Stabilitdtsbedingung ist. Tatséchlich wird
man fordern:

p(P) < 1. (2.23)

Diese Bedingung wird in Fig. 2.3 ausgefiihrt. Wir erinnern an Satz 2.20, welcher A,q. ~ C/h? liefert.
Damit kann die Bedingung (2.23) fiir das #-Schema umgerechnet werden in eine Beziehung zwischen der
Ortsschrittweite i und der Zeitschrittweite k. Fiir das explizite Eulerverfahren ergibt sich

k
72 = O(1) d.h. k< Ck?
Der Fall des impliziten Eulerverfahrens und des CN-Verfahrens ist in Fig. 2.3 ausgefiihrt. Die Stabilitét

von allgemeineren RK-Verfahren wird spéter behandelt.

Ubung 2.27 Auch fiir § € (0,1/2) muss man k < Ch? fiir Stabilitiit fordern.

Numerisches Beispiel

Wir wihlen nun den Anfangswert fiir die 1D Wirmeleitungsgleichung ug = 1 und f = 0 und betrachten
die graphisch dargestellten Ergebnisse aus Abbildung 2.4. In den oberen beiden Graphiken ist zu sehen,
wie sich das explizite Eulerverfahren zu zwei verschiedenen Schrittweiten knapp iiber bzw. knapp unter
der Stabilitdtsschranke verhélt.

Links ist k = 201 > )\jw gewiithlt. Die Losung oszilliert sehr stark (die grofften Werte liegen im

Amaz —

Bereich 107) und geben in keinster Weise das tatsiichliche Losungsverhalten wieder. In der rechten Gra-
phik ist k = /1\'999 < % gewdhlt und die numerische und die exakte Lésung sind ziemlich &hnlich.

Tandernfalls: || P|| > 1 + § fiir ein § > 0 unabhingig von k liefert || P||T/% > (1 + §)T/F — oo fiir k — 0.
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expliziter Euler, k = 2.001/__, h=0.015625 _sexpliziter Euler, k = 1.999/, h=0.015625
x 10" max 7% 10
4 ‘ ‘ : :
37 6,
27 7 5,
1 7 A A A A |
4t
Ll Wy -
VVV vvv ol
1t 1
2,
ot 1
-3t 1r
_4 L L L L 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
1078 impliziter Euler, k = 0.1h; h =0.015625 -5 Crank-Nicholson, k = 0.2h; h=0.015625
gx10 : : : 7210 : : : :
—exakte Lsg PR, ---CN
7t —impl. Euler]] 6 el . - exakte Lsg
6 5l ; '\\
5r / \‘\
45 ! %
’
>4f > K N
3 / R
3f ;
r
2r g |
2 ," "ll
1L ,,' v‘ B
1 ," \‘\
! A
0 L L L L 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.4: Vergleich zwischen exakter und numerischer Losung

In der unteren linken Graphik von Abbildung 2.4 ist die Warmeleitungsgleichung mit dem implizitem
Eulerverfahren und in der rechten unteren Graphik mit dem Crank-Nicolson-Verfahren gelost worden.
Hier ist die numerische Losung in beiden Féllen eine gute Approximation an die exakte Losung.

Zum Abschluss betrachten wir noch das Konvergenzverhalten fiir u(x,t) = e 'z(1 — z). In der linken
Graphik von Abbildung 2.5 wird das explizite Eulerverfahren betrachtet. Wieder mit den zwei Zeitschritt-

weiten k = i'oﬁ und k = # knapp iiber bzw. knapp unter der Stabilitdtsschranke. Der Fehler fiir die
Losung zur Wahl von k = }\'9& verhélt sich wie O(h). Liegt k aber nur knapp iiber < 2_ konvergiert

das explizite Eulerverfahren nicht mehr.

Bemerkung 2.28 In der Praxis will man aus Kostengriinden moglichst grosse Zeitschritte machen.
(Jeder Zeitschritt bedeutet ja das Losen eines LGS!) Beim expliziten Eulerverfahren miisste man dann
Amaz MOglichst genau kennen, um das maximal zuléssige k zu bestimmen. Das Beispiel zeigt, dass man k
keinesfalls zu gross wihlen darf. Man spricht deshalb auch von “hit or miss”: also entweder hat man Gliick
und bestimmt k so, dass das Verfahren konvergiert, oder man liegt knapp daneben und das Verfahren

konvergiert nicht. .

In der rechten Graphik von Abbildung 2.5 ist zu sehen, dass sich das implizite ebenso wie das explizite
Eulerverfahren wie O(h) verhélt. Das Crank-Nicolson-Verfahren hat Konvergenzordnung 2. Das waren
auch unsere Erwartungen, denn der Fehler des expl. sowie des implizite Eulerverfahrens ist O(k + h?)
und jener des Crank-Nicolson-Verfahrens ist O(k? + h?).
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Waermelsitungsgleichung, u = exp(-t)*x(1-x) o Waermeleltungsglewhung, u= exp(-t)‘ x(1-x)
1 : :
0 . o eXpLK=1.9997__
| _ . _expl. k=2.001/A - ——CN
\ e " 107F |- -impl
2 | —o0(h) =
~ 10
1 \ 3
= | 3
2 1 < -4
o oy L
D 410 \ “,‘ 10
= 10 1 7 o
i | d
I \ =
S— \ < 10_6
- 0 “
< 10 v
BT 107
_10
10 L L L L L
10° 107 107 10° 107 107
h

h, zudemk=0.1h
Abbildung 2.5: Konvergenzbetrachtung
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2.4 Bemerkungen zum Losungsbegriff

bisher: u € C((0,T); H}(Q)) N C°([0,T], HL())
Beob.:

e dies fordert ug € H} () (“kompatible Anfangsbedingungen”)

e up € H}(Q) ist unnatiirlich vom Standpunkt der Anwendungen und der mathematischen Struktur

(vgl. die Losungsformeln in Bem. 2.9 und 2.10).

Notation: (¢n, An)nen C H} x R Eigenpaare des Dirichletlaplaceoperators, (¢, ), ONB von L?().

Fiir v € L?(Q) mit Darstellung v = > vp¢p, ist
||v||%2(9) = Z on?,
|U|§{1(Q) = Z Anlvn|®

ol = sup 02 gy T tntn

weHi(@) [Wlm (wn)" \/m

Diese Beobachtungen realisieren folgende Isomorphismen:

Hy(2) = {(va)a | Z)‘n|vn|2 < oo},

H™H () = (Hy ()" = {(va)a | D A7 foal? < oo},

Wir erinnern an Losungsoperator E(t)ug = Y., e " (ug, ¢,) 12, aus Bem. 2.9 fiir das Anfangswert-

problem u; — Au = 0, u(0) = ug. Man rechnet direkt nach, dafl

Lemma 2.29 Fiir ug € L*(Q) gilt

t = E(t)ug € C*((0,T); Hy (),

t — E(t)ug € L*((0,T); H3 (%)),
t s O (E(t)uo) € L*((0,T); H1(Q)),
t = E(t)ug € C([0,T7; L*(Q)).

Die Normen in (2.25)-(2.27) kénnen durch C||ug||p2 abgeschitzt werden.

Beweis: Wir illustrieren (2.26):

thuo = Z —Ane M o, on) L2 Pn,

— U, n
— [ 1Bty = [ S el el Ly,

Motivation: Lemma 2.29 zeigt:
e ug € L%(Q) ist sinnvoll

e man kann u € C([0,T); L*(Q2)) erhoffen

e man kann u € L?((0,7); H}(2)) und v’ € L%((0,T); H~1(Q2)) erwarten
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Tatsichlich ist bei richtiger (d.h. distributioneller) Interpretation®von 9; eine gute Formulierung der

Wirmeleitungsgleichung;:
Finde u € L?((0,T); H}(Q)) mit u' € L?((0,T); H~1(£2)), sodaB

T T
|00 [ ®: by + alal®.0)] dt = [ oOU @0y Vo€ HYD. Vo CROT),
0 0
(2.28a)
u(0) = ug € L*(Q) (2.28b)
wobei ug € L*(Q) und f € L2((0,T); H-(Q)) gegeben sind. Die Forderung (2.28b) ist sinnvoll, denn
es gilt: w € L2((0,T); H}) mit «' € L*((0,7); H~') impliziert u € C([0,T]; L*(?)) (vgl. PDE Vorlesung

oder Buch von Evans).
Variiert man ¢ in (2.28), erhilt man die Formulierung der Wérmeleitungsgleichung, die man oft in

den Lehrbiichern findet: Finde u € L%((0,T); H}(Q)) mit v’ € L?((0,T); H=*(£2)), sodaf

(W' (t),0) g1y + a(ut),v) = (), v) g1 m Yo € H}(Q), fiir fast alle t € (0,7), (2.29a)
u(0) = ug € L*(Q) (2.29b)

8siehe folgendes Kapitel. Fiir eine separablen Hilbertriume X und eine bochnerintegrierbare Funktion u € L' ((0,7T); X)
ist die distributionelle Ableitung die lineare Abbildung C§°(0,7) — X geg. durch ¢ — —fOT u(t)p’ (t) dt, wobei das
Integral ein Bochnerintegral ist. Mit einer stetigen Einbettung tx_y : X C Y sagen wir v’ € L'((0,T);Y), falls es ein
v € LY(0,T);Y) gibt mit —tx_,y fOT u(t)y (t) dt = fOT v(t)p(t) dt fiir alle ¢ € C§°(0,T). Man schreibt dann kurz: v’ = v.
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2.5 nichtglatte Anfangsdaten

Ziel: Eine Konvergenztheorie fiir realistische Startwerte ug, d.h. ug € L?. Die Konvergenztheorie soll auf
dem Abschétzen der Fehler durch Semidiskretisierung aufbauen:

lu(tn) = whll < llu(tn) = un(ta)ll + llun(tn) — ui

Wir werden in Abschnitt 2.5.4 den Fehler ||u(¢,) — up(t,)||zz kontrollieren und in Abschnitt 2.5.5 den
Fehler |Jup(tn) — uf 2.

Problem bei |[u(t,) — upn(t,)||: Die Losungstheorie zeigt, dass mit V = HE(2) und H = L*(Q) das
“natiirliche” setting ist: w € L?(0,T; V) und v’ € L?(0,T; V') und u € C([0, T]; H). Wir kénnen eigentlich
nicht erwarten, dass u (oft) differenzierbar ist mit Werten in V. Das war allerdings unser Startpunkt fiir
die Analyse des Semidiskretisierungsfehlers u — uy, in Satz 2.15:

t
Ju(t) = un(®)llz> < lluo — Pruollzze™" + Ju(t) = Pru(t)]z2 + / e 0I||u! (5) — Pyt (s) | 2 ds
0

fiir sinnvolle Abschétzungen bendtigt man, dass ug € V (und nicht in H!) und dass v’ € L((0,T); L?(2)).

Vereinfachung: Wir werden uns im vorliegenden Abschnitt auf den Speziallfall f = 0 konzentieren, bei
dem die fiir die Warmleitungsgleichung typischen Phénomene besonders ausgeprigt auftreten. Qualitativ
dhnliche Aussagen gelten auch fiir numerische Verfahren mit hinreichend glatten f # 0.

2.5.1 Glattungseigenschaft

Typisch fiir parabolische Probleme ist die Gldttungseigenschaft, d.h. die oben angedeuteten Schwierig-
keiten treten nur bei ¢t = 0 auf. Um zu sehen, welche Regularitdt man erwarten kann, betrachten wir den
den Losungsoperator E(t) : ug — u(t), welcher die folgende Form hat?

oo
E(t)uo = Z e " (ug, n) L2 Pn-
n=1

Es stellt sich heraus, dass die Ableitungen der Losung E(t)ug in geeignet gewichteten V-wertigen Rdumen
sind:

Lemma 2.30 (i) Fiirjedesug € L*(Q) istt — E(t)ug in C((0,00); HE(Q)) und auch in C>=((0, 00); L()).
(i) fir jedes m € Ny ist ||%E(t)uo\|H1(Q) < Cont™Y27™ Jug| p2(q) -

(i) fiir jedes m € Ny ist ||jt—7:,;,E(t)uoHLz(Q) < Cont™™|uol| 22(0) -

(iv) Jo 1 E(s)uolli ds < Clluolz.
(v) Jo 5116 E(s)uoll3ps ds < Cluoll3-

Beweis: Ubung. Beachte, dass

2122y = D1z en)al’s I2linge) = D Anl(z @n) el

n

Daraus ergibt sich z.B. fiir (iv)
t t t

/ |E(t)uol3: 0 ds = / S Nl(E(s)uo, on) 2] ds = / > e (o, 0n) 2P ds < C Y [(ug, )2
0 0 0 n

Fir (ii), (iii) verwendet man sup,.,ze™ " < oo. O

9Frinnerung: fiir f # 0 liefert das Duhamelsche Prinzip auch eine Losungsformel
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Bemerkung 2.31 Falls Q) € C°°, dann sind die Eigenfunktionen ¢,, auch glatt (auf Q), und man kann
zeigen: E(t)ug € C™((0,00); H*(Q)) fiir jedes k. Die Singularitit bei ¢ = 0 bleibt jedoch erhalten. .

Frage: ist es trotzdem méglich, dass ¢t — E(t)ug € C™([0,T); V) fiir ein m € Ny?
Antwort: kompatible Anfangswerte ug

Lemma 2.32 Definiere fiir m € Ny den Raum

A7) = {u e L2(Q)| Aozl < ookl g = S AT p)ial? (230)

Dann gilt:
(i) Fiir ug € L? gilt E(tyug € H™(Q) fiir jedes m € Ng und t > 0.

(i) Falls ug € ffm(Q), dann gilt fiir £,m,q >0

dt o
||WE(t)u0||ﬁLI(Q) <Ct (a )/2 £||u0||ﬁ”'L(Q)7 t>0.
Beweis: Ubung. Man bemerkt, dass sup,. pI-MH2 =28 ~ oo -

Bemerkung 2.33 o fiir m = 0 ist HO(Q) = L2(Q)
o fiilr m = 1ist H'(Q) = H}(Q)
o fiir m > 1 ist H™(Q) C H(Q) nicht einfach zu beschreiben. Fiir glatte 09 gilt
H™Q) ={ue H™(Q) | (Au)|ga =0 0<j<m/2}.

Insbesondere ist auf dem Raum H™(Q) die Norm || - [ #m () dquivalent zur Norm || - || . o (vl
[1, Lemma 3.1]).

o fiir m =2 ist H™(Q) = H2(Q) N HL(Q).

Man sieht, dass die Forderung uwy € H™(Q2) eine unnatiirliche Kompatibilititsbedingung auf 00
darstellt.

Offensichtlich sind fiir up = 0 alle Kompatibilitdtsbedingungen erfiillt (— “versteckte” Regularitét). Mit
dem Duhamelschen Prinzip kénnen wir deshalb folgende Regularititsaussage erhalten:

Lemma 2.34 Seiug =0 und f € L*((0,T); L?(Q)). Dann erfiillt die Lésung u(t) = fg E(t—s)f(s)ds:

t
[y < Ot [ I lEaeyds te@.T] (2:31)

t
[y < € [ 1@ ds e (232)

t t
| WGl ds < [ 176 ds (23

Beweis: Ubung. Schreiben Sie f,,(s) = (f(s), ¢n)z2. Starten Sie von u(t) =Y, ¢, fg fn(s)e 2 nt=9) ds.
Fiir (2.32), (2.33) iiberlegen Sie sich, dass Sie schlussendlich ) | fot || fr(8)]I? dsAn fg e~ (t=9) {5 abschiitzen

miissen. O
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Ubung 2.35 Sei uj, 0 = 0. Dann gilt fiir die semidiskrete Approximation wuy,(t) = fg En(t —s)f(s) =
fg Epn(t — $)IIE f(s) ds

@l < Ot [ I )y ds e 0T
2
@l < € [ I 5O as, e 0.7
t
[ e ds < € [ 10 560 s

2.5.2 Reduktion auf die Analyse von p

Ausgangspunkt der Fehleranalyse ist die Fehlergleichung: Wie im Beweis von Satz 2.15 schreiben wir

en(t) = up(t) — u(t) = up(t) — Pru(t) + Pou(t) — u(t) (2.34)

=0(1) =n(t)

und erinnern uns an die Fehlergleichung, die dort bewiesen wurde:
(0 (t),v)2 +a(0(t),v) = —(p'(t),v) 2 Yo € V. (2.35)

Fiir eine Abschétzung von 6 tritt die Schwierigkeit auf, dass 6(0) nicht definiert ist. Eine der Kernbeob-
achtungen von Lemma 2.30 ist, dass wir «/ zwar nicht in L?(0,7;V) oder L?(0,T; H) erwarten kénnen,
dass aber Schw1er1%kelten nur bei t = 0 zu erwarten sind, d.h. man kann mit gewichteten Réumen arbei-
ten. So sind z.B. [ s?||u/(s)||32 ds und fot s%||u(s)||3;: ds kontrollierbare Objekte. Wir verfeinern deshalb

die Abschatzungen aus Satz 2.15 und Ubung 9.5 dahingehend, dass wir mit gewichteten Normen arbeiten.

Lemma 2.36 Es ist fir allet >0
t 5 t
| 18- ds < CHIE s O): +C [ o3 ds (2.30
0 0
t
01 + | slo(s)r ds
0

t
2
<C / s*llp' ()l 72 + lp() 172 ds + sup slp(s)[[Z2 + T en(O)]7] . (2:37)
0

s€(0,t)

Beweis: ad (2.36): Der “Trick” beim Beweis von (2.36) besteht in einem “parabolischen Dualitétsargu-
ment!'9”. Sei t =ty fest gewihlt. Betrachte die “Riickwirtsgleichung”

—z— Az = 0 auf Qx(0,tp), (2.38)
z = 0 auf 9Q x (0,ty), (2.39)
z(tp) = 0. (2.40)

Betrachte die semidiskrete Approximation an z, d.h. die Funktion z, € C1((0,t0); Vi) N C°([0,to]; V1),
welche die Gleichung

—(zp,v) L2 +alzp,v) = (0,v)r2 Yo € Vi, auf (0,t0) (2.41)

zp(to) = 0 (2.42)

0Dualitsitsargumente sind auch nur eine clevere Wahl der Testfunktion...
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l6st. Dann ergibt sich fiir s € (0, to)

166s)2: = —(zh(),0(5)) 12 + a2 (5), 6(5))
= (). 00)) 12 + (), 0/ (5)) 12 + alan(5),0(5)
= = (s, 06)) s — (7 (5), 20 ()
= =S5, 0)) s + (006, (9)z — S nls)s (o))
=~ (on(s),en() i+ (o5), ()
Fiir 0 < € < tg liefert Integration und z,(tg) =0
| 1) < (20(e), e (€)1 L N OIEAGIEE
£ \_V_/ >

—+(2r(0),er(0)) L2we. en € C([0,T]; L?)

SV PAT

Weil z,(0) € Vj, ist also (21,(0), €4 (0)) 12 = (21,(0), 1€, (0)) 2. Ubung 2.35 liefert
to to
/0 124(8)[122 ds + £ |20 (0)]25 < C / 16()]12 ds.

Damit ergibt sich

to

to to 5
/0 16()[122 ds < C / 10(8)[12 ds + VAo T e (0)]] 12 / 16(5)[12. ds

ad (2.37): Der Beweis verlduft wie in Satz 2.15. Die Wahl v = t0(t) in (2.35) liefert

00132 + ta(0(1),0(0)) = ~1('(1),0(6)) = + 510D

Integration tiber (e,t) liefert

1 K 1 K
S0 + [ 0 ds = S0z~ [ o o+ [ 10N as

SVIg s2llp 92, dsy/ [ 116(s)113 ds

Es bleibt, eine Abschétzung fiir limsup, _, [|6(£)||2. zu finden. Wir schreiben 6 = uj,—Pyu = u—up—p =
en, — p und erhalten wegen e, € C([0,T]; L*(Q))

lim sup v€[|0(€)|| 2 < limsup ve|len(e)|| L2 +limsup ve||p(e)| 2 = limsup ve||p(e)|lL: < sup /s|p(s)]z2-
e—0 e—0 e—0 e—0

s€(0,t

Insgesamt ergibt sich mit der Young-Ungleichung und (2.36):

s€(0,t

t t
2
t1O(®)17 +/O s[0(s) |51 ds < C VO s*llp' ()72 + llpllZz ds + Sup)SIIP( 8|72+t en ()17
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2.5.3 Riickblick: semidiskrete Konvergenzresultate mit kompatiblen Anfangs-
daten

Wie Satz 2.15 und Lemma 2.36 zeigen, muss p kontrolliert werden. Satz 2.15 bendétigt jedoch die Glattheit
der gesamten Losung u als Voraussetzung. Im Folgenden werden wir nur die Glattheit der kompatiblen
Anfangsdaten benutzen. Damit werden die Approximationseigenschaften des Ritzprojektors P, wich-
tig. Die folgende Notation fixiert den Parameter r — er ergibt sich allgemein aus dem (elliptischen)
Dualitdtsargument (“Nitsche-Trick”):

Notation 2.37 Seir € (0,1] so, dass
lv = Ppo||p2 < Ch"||v — Ppol|gn < CR”||[v]| g1

Fiir konvexe oder glatt berandete Gebiete gilt r = 1 in Notation 2.37, falls typische FEM-R&dume gew#hlt
werden und h die Gitterweite darstellt. Um spéter auf diesen Fall verweisen zu kénnen, formulieren fol-
gende Annahme, welche fiir typische FEM-Raume (basierend auf stiickweise linearen Ansatzfunktionen)
fiir konvexe Gebiete oder glatte berandete Gebiete erfiillt ist:

Voraussetzung 2.38 FEs gilt Notation 2.37 mit r = 1 und

[v = Pavllrz < CR vl gy Vo € H*(Q).

Fiir kompatible Anfangsdaten ug € H 2(Q) erhiilt man die optimale Rate:

Satz 2.39 Es gelte Voraussetzung 2.38. Sei f =0 und ug € f]2((2) Sei zusdtzlich up,o = HL2u0 (es geht
auch up 0 = Pyug). Dann ist
l[u(t) = un ()]l z2) < Ch?|luoll g2 (g,

Beweis: Wir verwenden Lemma 2.36 und die Eigenschaft aus Bemerkung 2.33, dass die volle H2-Norm
dquivalent zur || - || 5o.-Norm ist. Mit Annahme 2.38 und Lemma 2.32 folgt

Heh(O)HL2 < ChQHuOHﬁQ(Q)?

t t t
[ et as <ot [ IEG g, ds < 00 [ ol g, < CHtuol
! 2 2 4 ! 2 d 2 4 ! 2 2 2 4 2
/ —
| 10 lds < ont [RGB 0l gy ds < CF [ 55 unl g, < OHtlunlg,
sup slo(@ ey < OB sup s|B(s)uol%an < Ch*unl%s g
s€(0,t) s€(0,t)
was den Beweis abschliesst. ([

2.5.4 Semidiskrete Konvergenzresultate mit inkompatiblen Anfangsdaten

Satz 2.40 Seir wie in Notation 2.37. Seiug € L?(Q) und f = 0. Sei uy, die semidiskrete Approzimation
mit Startwert up o = HLQUO. Dann gilt:

lu(t) —un@®lle < O]l 2. (2.43)
Falls zusdtzlich Voraussetzung 2.38 gilt, dann gilt sogar
lu®) —un()|lze < Ch*t | luo| 2. (2.44)

Beweis: ad (2.43): Wegen up,(t) — u(t) = 0(t) + p(t) und Lemma 2.36 miissen wir ||p(s)|lr2, ||0"(s)]L2
abschitzen. Der zusitzliche Term ITX° en(0) verschwindet wegen der Wahl up, o = HL2u0!
Fiir s > 0 ist u(s) = E(s)ug € H(Q) und nach Voraussetzung

lp(s)llz> < ChTllu(s)ar, 10" ()2 < ChT [ (8)] -
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Mittels Lemma 2.30 schliessen wir

t t
oOIE: < [ lolieds+ [ 21 )5eds+ sup sllo(s)|E < Ch ol
0 0 s

ad (2.44): Zuerst bemerken wir, dass die Aussage (2.43) mit » = 1 gilt. Zu dem Evolutionsoperator E(t)
und dem diskreten Evolutionsoperator Ej(t) fithren wir noch den Fehleroperator Fy(t) ein:

Fu(t) := Ey()IE v — E(t)v
er Operator ist nichts anderes als u(t) — up(t), wenn «(0) = v und uy(0) = v gewdhlt wird). Unser
der O h d 1 0 d uy,(0) = I

Ziel ist,
| En(t)v| e < CR* vl 2 Vv e L? (2.45)

zu zeigen. Zuerst bemerken wir, dass mit der Dreiecksungleichung und elementaren Eigenschaften von
E(t) und Ej(t) folgt:
[En@vllz2 < 2] 2 (2.46)

Wir kénnen uns also auf den Fall 22¢~1 < 1 beschrinken. Wir nutzen die Halbgruppeneigenschaften von
E und Ej, aus, d.h. E(t+s) = E(t) o E(s) und Ep(t 4 s) = Ep(t) o Ex(s). Damit gilt:

Fiu(t) = Fi,(t/2)E(t/2) + E(t/2)F,(t/2) + (Fj(t/2))?, (2.47)

denn

Fiu(t/2)E(t/2) + B(t/2)Fu(t/2) + Fu(t/2) Fu(t/2)

= (E(t/2)TT"" — B(t/2))E(t/2) + E(t/2)(En(t/2TT" — B(t/2)) + (En(t/2)TT* — B(t/2))>

= En(t/2IIF E(t/2) — E(t) + E(t/2)Ey(t/2)1Y — E(t)+

En(t/2)TI B, (t/2)IT — Ey(t/2)TIX E(t/2) — E(t/2)Ey(t/2)IT + E(t)

= Ey(t/2IY By (t/2)T1Y — E(t) = B (t/2)En(t/2)IX — E(t) = Ey()IIE — E(t) = Fy(t).

Die Glittungseigenschaft liefert E(t/2)uo € H2(). Damit liefern Satz 2.39 und Lemma 2.32
[Fu(t/2)E(t/2)uol| 2 < CR?|E(t/2)uo| 2oy < Ch*t luol| 2

Nun sind Ej, und Fj, bzgl. des L-Innenproduktes selbstadjungiert (Ubung!). Damit ist || E(¢/2)Fp(t/2)| 1> =
| Ex(t/2)E(t/2)|| 2 und damit

1B (t/2)Fa(t/2)uol|z < Ch*t™ luo|| 2
Es bleibt, ||(Fy(t/2))?uq||z> abzuschitzen. Aus (2.43) mit r = 1 folgt
1Fn (8/2) Fn(t/2)uo] 2 < Cht~'/2|| Fy(t/2)uol| 2
Insgesamt haben wir erhalten:
1Fn (tuoll 2 < CH*t |luol| 2 + Cht™"/2|| Fy (/2)uo]l 2. (2.48)
Einsetzen diese Abschétzung in sich selbst liefert
[Fn(t)uoll 2 < CH*¢ ol L2 + Ch* || F(t/4)uo]| 2

Wir erinnern nun daran, dass nach (2.46) ||Fr(t)||r2 < 2 unabhingig von ¢. Somit ergibt sich die
gewiinschte Abschitzung ||y, (t)ugl/z2 < Ch*t~uol| 2. O
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Ubung 2.41 Zeigen Sie: Falls der Raum V}, die Approximationseigenschaften

v = Prvll 2y < ChO ol gatignys v = Puvllgie) < Ch vl gatiqy Vo € HITH(Q) N HE(Q).
hat, dann gilt folgende Erweiterung der Sitze 2.39, 2.40:
lu(t) —un@®llzz < ChT Muollgatrqy — Yuo € HITH(Q), (2.49)
u(t) —un@®llgz < ChTTH @D 2 yg o). (2.50)

Hinweis: Fiir (2.49) gehen Sie vor wie im Beweis von Satz 2.39 und verwenden Sie die Norméquivalenz aus Bemerkung 2.33.
Fiir (2.50) iterieren Sie (2.48) geeignet oft. .

Bis jetzt war immer f = 0 angenommen. Wir zitieren (vgl. [1, Thm. 3.6]) ein Resultat, welches mit
ghnlichen Techniken gezeigt werden kann und welches zeigt, dass auch fiir f # 0 weg von ¢ = 0 mit
optimalen Raten gerechnet werden kann:

Satz 2.42 Gelte Voraussetzung 2.38. Sei f € L*((0,T); L?()) und upo = X% wg. Dann ist fiir jedes
£>0,t>0>0 (so dass die rechite Seite endlich ist)

d¢ ) t t &
552 0(®) = wn(Dlz < 0 (Yuolla + [ 17 @laads+ Y [ 1 g5us) e ds
dt o e S

2.5.5 Zeitdiskretisierung

Der vorangehende Abschnitt hat den Fehler u(t) — uy, (¢) untersucht. Wir betrachten nun den Zeitdiskre-
tisierungsfehler uy,(t,,) — uf. Wir untersuchen wieder (modellhaft) den Fall f = 0. Unser Ziel wird eine
Abschétzung der Form

lun(tn) —upllze < CKPEPllunolle,  n=12,...,

sein, wobei p die Ordnung des Zeitschrittverfahrens ist. (Spielarten diese Abschétzungen fiir hinreichend
glatte f # 0 und/oder kompatible Startwerte ug gibt es natiirlich auch ...)

Vorbetrachtung
Wir betrachten Einschrittverfahren mit folgenden Eigenschaft:

1. (“Stabilitdtsfunktion” R) Angewandt auf das skalare Problem 3’ = Ay ist ein Schritt des Verfahrens
y1 = R(kMN)yo fiir eine Funktion R.

2. (Koordinateninvarianz des Verfahrens) Sei B € R¥*N = V~-1DV diagonalisierbar mit Diagonal-
matrix D = diag(dy, ..., dy). Dann kommutiert der Basiswechsel x — Vx mit der Anwendung des
Verfahrens auf y’ = By, d.h. fiir y; = Vy; und yo = Vyy gilt

y1 = diag(R(kdy), ..., R(kdn))¥o

Ubung 2.43 (a) Uberlegen Sie sich, dass RK-Verfahren die Eigenschaft der Koordinateninvarianz ha-
ben.

(b) Die Stabilitdtsfunktion R kann fiir RK-Verfahren explizit angegeben werden:

R(z) =1+ 2b"(I1d —2A) e, e=(1,1,...,1)7

(c) Teilaufg. b) zeigt, dass fiir RK-Verfahren die Stabilitétsfunktion R eine rationale Funktion ist. Es
ist:

e R(z) =1+ z fiir das explizite Eulerverfahren

e R(z) = {L fiir das implizite Eulerverfahren

o R(z)= }Z;; fiir das Crank-Nicolson-Verfahren
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Wendet man das ODE-Verfahren auf 4/ = Ay an, so ist die Losung y(t) = eMyq. Ist das Verfahren der
Ordnung p, so gilt nach Definition der Ordnung |y(k) —y1| < CkPTL. Damit sieht man, dass die Funktion
R folgende Asymptotik bei z = 0 haben sollte:

R(2) = e + O(|z[P™) (2.51)

Hier p =1 fiir die Eulerverfahren und p = 2 fiir das Crank-Nicolson-Verfahren.

Fehleranalyse

Im Fall f =0 ist das ODE-System
Mu’ + Au = 0.

Der Startvektor u® korrespondiert mit der Funktion up o =: ul.
Wir fassen die Eigenwerte A, ,, n =1,..., N, des verallgemeinerten EWP AMx = Ax im Spektrum

op = {)\h,n|,n:1,~--,N}

zusammen. Der exakte Losungsoperator ist durch Ej,(t) beschrieben, d.h.

N
Eh(t)u(})L = Z e_)\hmlt<u2> @h,m)Luph,m

m=1

Ein Schritt des numerischen Verfahrens ist wegen unserer Annahmen gegeben durch

N
U}L = Z R(*)\hqu) (U?L) Sah,m)L2SDh7m.
m=1

Entsprechend ergibt sich dann die Approximation uj als

N
UZ = (R(_Ah,mk))m(uga (ph,m)lﬁgph,rm

m=1

Es ist geschickt, die Funktion
Fo(z) i= e~ — (R(~2))"

einzufithren. Damit 1dsst sich der Fehler bei ¢,, schreiben als

N
lun(tn) = upliie = D 1Fa(kAnm) Pl(uh, nan)rzl* < sup [Fu (kX uf12:

m=1 €on

Wir miissen also die Funktion F, (k\) kontrollieren. Weil A = Ay, ,,, gross sein kann, ist das Ziel, F,, (kA m,)
uniform in Ap ., und explizit in n zu kontrollieren.

Die Konsistenzforderung (2.51) liefert gute Kontrolle von F,,(kAp.,) (und festes n) fiir die Ap, ,, mit
kAp,m klein. Fiir die restlichen Ay 5, miissen wir weitere Eigenschaften von R fordern. Eine Minimalfor-
derung ist Stabilitdt

|R(—kN)| <1 VA € oy, (2.52)

Diese Bedingung ist fiir A-stabile Verfahren erfiillt. Es stellt sich heraus, dass es geschickt ist, |[R(c0)| < 1
zu fordern, genauer:
sup |R(—kN)| =¢ < 1. (2.53)

AEoh

Fiir typische Verfahren wie den A-stabilen RK-Verfahren ist R auf (—oo, 0] definiert und dort sogar eine
glatte Funktion. Wir betrachten zwei Fille:

(I) R ist auf (—oo, 0] definiert und erfiillt |R(z)| < 1 fiir alle z € (—o0, 0]
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(II) R ist auf (—o0,0] definiert und Vzp >0 Jg(z0) < 1 mit |R(2)| < q(z0) < 1 fiir alle z < —z.

Die Bedingung (I) wird von A-stabilen RK-Verfahren wie dem Crank-Nicolson-Verfahren erfiillt (allge-
meiner, z.B. den Gauss-Verfahren) Die stirke Bedingung (IT) wird z.B. von L-stabilen RK-Verfahren wie
dem impliziten Eulerverfahren erfiillt (allgemeiner, z.B. den Radau ITA-Verfahren).

Lemma 2.44 Es gelte die Konsistenzbedingung (2.51).
(i) Seice (0,1). Es gibt z9 > 0 und C > 0, so dass
|F(2)] < CnzPtleon? 0<z< 2.
1) Gilt zusdtzlich die Stabilitdtsbedingung (1), so gilt
(ii) gung (1), so g
|Fn(2)] < C2P Vz € (0,00).
(11i) Gilt zusdtzlich die Stabilititsbedingung (I1), so gibt es fir jedes zo > 0 ein ¢ > 0 und ein C > 0
|Fn(2)] < Ce™ ™ Yz > 2.

Beweis: ad (i): Die Konsistenzbedingung (2.51) liefert fiir hinreichend kleines Ao > 0
e — R(=X\)| < CAPTL 0 < X< A (2.54)

Elementare Betrachtungen!® zeigen dann, dass fiir beliebiges ¢ € (0, 1) und geeignet verkleinertes zq gilt:

|R(—2z)| < e~ 0 < z<z. (2.55)
n—1 .
[Fn(2)] = e — (R(=2))"| = e = R(=2)| | D _(R(=2))" " Je 9*
7=0
(2.54),(2.55)
< CzPtipecln—Dz < CzP, (2.56)
wobei wir im vorletzten Schritt max;cyo, .. n—1} —jz —cz(n —1—j) = —cz(n — 1) ausgenutzt haben und

im letzten Schritt wieder sup,~oze™" < oo verwendet haben.
ad (ii): Sei zp wie in (i). Weil (2.56) die gewiinschte Abschitzung fiir z € (0, zg) liefert, reicht es,
z > zp zu betrachten. Weil wegen der geforderten Stabilitét |R({)| < 1 fiir ¢ € (—o0, 0] gilt, erhalten wir
fiir z > zg
Fu(2)] < =]+ |(R(—2))"| <2 < €2 < Co7

fiir geeignetes C' > 0.
ad (iii): Es ist
[Fn(2)] = €7 = [R(=2))"| < e7"% + |R(—2)[".
Fiir z > zg ist nach Voraussetzung |R(—z)| < ¢ < 1. Damit folgt
[Fn(2)] <7 + [R(=2)|" <e™™* + 4",

was den Beweis abschliesst. O

Satz 2.45 Gelte die Konsistenzbedingung (2.51) sowie die Stabilititsbedingung (II). Dann gilt:

lun(tn) — uplle < CRPEP||upllz2

HR(—2)=e #4+0(pPtY) =1—2+0(22) und €7 = 1 — cz + O(2?), so dass R(—z) < e~ °? fiir hinreichen kleine z > 0
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Beweis: Wir miissen zeigen:

sup |Fpn(kX)| < CkPtP = CkP(kn)™P = Cn™P. (2.57)

Ao
Sei zp wie in Lemma 2.44, (i). Fiir A € op, mit kX < zg gilt nach Lemma 2.44, (i)
|E (k)| < Cn(kX)PTle= A = On=P(t, \)PHleNn < On P,
denn sup,. o zPTle™" < co. Fiir A € o, mit kA > 29 verwenden wir Lemma 2.44, (iii):
|Fn (kX)) < Ce™ ™ < Cn7P.
Damit ist (2.57) gezeigt. O

Satz 2.45 verlangt |R(c0)| < 1. Damit ist das Crank-Nicolson-Verfahren nicht erfasst. Tatséichlich kann
man es “retten”, wenn man einige (implizite) Eulerschritte am Anfang macht.

Ubung 2.46 Betrachten Sie den Fall f = 0. Betrachten Sie folgendes Verfahren: Sie machen zwei Schrit-
te des impliziten Eulerverfahrens und dann Crank-Nicolson-Schritte. Zeigen Sie:

lun(tn) — upllzz < Ck*t2||uj | 22

Hinweis: Schreibt man Ry und R fiir die Stabilitdtsfunktionen des Eulerverfahrens und des Crank-
Nicolson-Verfahrens, so muss analog zu Lemma 2.44 die Abschitzung |F,(2)] < Cn~2 gezeigt werden
kann, wenn

Fu(2) i= (Ro(—2))2(Ba(~2))""2 — e™"=,

Gehen Sie wie folgt vor:

o |Ro(—2))%(R1(—2))"72| < On~2 fiir z > 2 fiir geeignetes zq (iiberlegen Sie sich, wo das Maximum
dieser Funktion fiir geg. n > 2 (gross) ist.

e Setzen Sie F,,(2) = Ro(—2)2((R1(—2))"2 — e~ ("=2)%) 4 ((Ro(—2))? — e 2%)e~(n=2)2
e Schiitzen Sie ((Ry(—2))""2 — e~ (»=2%) < Cn2 fiir 2 < 2 ab.
e Schiitzen Sie (Ro(—2))? — e™2* < C2? fiir z < 29 ab.
Bemerkung 2.47 Die Abschitzungen in Satz 2.45 und Ubung 2.46 sind nicht uniform in t,,: die Kon-

stante wird schlecht fiir ¢,, — 0. Will man also gute Abschitzungen “bis an ¢ = 0” haben, so muss man
mit Gitterverfeinerung in der Zeit (und ggf. im Ort) arbeiten. .
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Kapitel 3

Wahrscheinlichkeitstheoretische
Methoden fiir parabolische PDEs

3.1 Die Brownsche Bewegung

Wir betrachten einen stochastischen Prozess X (t) auf dem Intervall [0,T] (oder [0,00)). Grob gesagt
ist das einfach eine Funktion ¢ — X (t), wobei X (t): Qpob — R eine Zufallsvariable ist (also eine
Funktion die einen Wahrscheinlichkeitsraum Q.o nach R abbildet). Man kann also X also Funktion
von [0,7] X Qprop sehen und X (¢,w) schreiben. Der Einfachheit halber, lassen wir das Argument w
meistens weg. Ein Wahrscheinlichkeitsraum braucht ein Mafl welches wir mit P bezeichnen, und eine
o-Algebra F. Ein stochastischer Prozess héngt von ¢ ab, und so darf auch F von t abhingen. Wir
definieren eine Familie von o-Algebren F; C F mit Fy C F; fiir s <t (so einen aufsteigende Folge nennt
man “Filtration”). Wir nennen eine Prozess “Fi-adaptiert”, falls X (t) beziiglich F; messbar ist. Wir
betrachten hier nur die standard Filtration F; definiert als die kleinste o-Algebra in der alle X(s), s <t
messbar sind.

3.1.1 Ein-dimensionale Brownsche Bewegung

Die Brownsche Bewegung bezeichnet die vom schottischen Botaniker Robert Brown im Jahr 1827 unter
dem Mikroskop entdeckte Bewegung kleiner Teilchen in Fliissigkeiten. Die physikalische Erkléarung dieser
Bewegung durch Warmebewegung gelangt 1905 Albert Einstein durch die statistische Betrachtung von
Kollisionen der Molekiile der Fliissigkeit mit den Teilchen.

Mathematisch ist eine Brownsche Bewegung wie folgt definiert:

Definition 3.1 Ein stochastischer Prozess B(t): [0,T] X Qprob — R heifit Brownsche Bewegung falls
1. B(0) = 0 fast sicher.
2. B(t) — B(s) ist unabhdngig von B(r) fir alle r < s < t.

3. B(t) — B(s) ~ N(0,t — s) fir alle s <t (das Inkrement is Normalverteilt mit Varianz t — s und
Mittelwert 0).

4. t— B(t,w) ist stetig fir fast alle w € Qprob-

Der folgende Satz zeigt, dass Brownsche Bewegungen tatséchlich existieren. Es gibt dafiir zahlreiche
Konstruktionen, die erste stammt von Norbert Wiener (J. Math. Phys., 1923). Daher werden Brownsche
Bewegungen oft auch Wiener Prozesse genannt.

Satz 3.2 Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum Qpron, und ein stochastischer Prozess B(t), so dass
B(t) eine Brownsche Bewegung ist.
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Abbildung 3.1: Zwei zufillige Stichproben einer eindimensionalen Brownsche Bewegung auf [0,1] (d.h.
wir plotten t — B(t,w) fiir zuféllig gewahlte w € Qprob.

Bemerkung 3.3 Zur Erinnerung: Zwei Ereignisse Eq, Es C Q01 sind unabhéngig, wenn P(E; N Ey) =
P(E;)P(E,). Zwei o-Algebren F; und F» sind unabhéngig, wenn alle Paare (E7, E;) € F1 X Fa un-
abhéingig sind. Eine Zufallsvariable X ist unabhéngig von F, falls die kleinste o-Algebra Fx in der
X messbar ist, unabhéngig ist von F. Zwei Zufallsvariablen XY sind unabhéingig, falls Fx und Fy
unabhéngig sind.

Wir betrachten die weitere wichtige Eigenschaften einer Brownschen Bewegung:
e Es gilt Cov(B(t),B(s)) = E(B(t)B(s)) = min{s, ¢} fiir alle s,t € [0,7]. Beweis: Da E(B(t)) =
E(B(t) — B(0)) = 0, haven wir Cov(B(t), B(s)) = E(B(t)B(s)). Auerdem gilt fiir s < ¢
E(B(t)B(s)) = E((B(t) — B(s) + B(s))B(s)) = E(B(t) — B(s))E(B(s)) + E(B(s)?)
=E((B(s) = B(0))*) = s.
e Das Inkrement B(t)— B(s) ist unabhéingig von allen F,-messbaren Zufallsvariablen (¢ > s). Beweis:

B(t) — B(s) ist unabhéngig von B(s) per definition. Das heifit, B(t) — B(s) ist unabhéngig von Fj
und daher auch von allen Zufallsvariablen die beziiglich F; messbar sind.

Zusétzlich gilt, dass Brownsche Bewegungen Holder stetig mit Exponent « € [0,1/2) sind, d.h., fiir fast
alle w € Qprop existiert C'(w) < oo mit

|B(t,w) = B(s,w)| < C(w)|t — 5|

fiir alle s,t € [0,T].
Die oben genannten Eigenschaften zeigen einen sehr einfachen Weg um Brownsche Bewegungen zu
simulieren:

Algorithmus (Brownsche Bewegung) Input: {g < t2 < ... <1, By € R.
Set B(tyg) = By. For j =2,...,m do:

1. Ziehe standardnormalverteilte Stichprobe z; (zum Beispiel mit randn() in Matlab)

2. Berechne B(t;) := B(tj—1) + /% — t;-1%;.

Ubung 3.4 Zeigen Sie, dass die im obige Algorithmus erzeugte Zahlenfolge alle Eigenschaften einer
(diskreten) Brownschen Bewegung hat (Definition 3.1 mit s,¢ € {to, ..., s} natiirlich ohne Stetigkeit).

Die Ubung zeigt, dass der Algorithmus nicht nur eine Approximation an eine Brownsche Bewegung
liefert, sondern sogar exakte Stichproben mit endlich vielen Auswertungspunkten.
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3.1.2 Mehrdimensionale Brownsche Bewegung

Wir kénnen auch Vektoren von Brownschen Bewegungen betrachten, d.h., B(t) = (Bi(t), ..., Ba(t)),
wobei die Komponenten B;(t) unabhingige Brownsche Bewegungen sind. Daher gilt

1. B;(t) ist normalverteilt fir alle ¢ € [0,7) und ¢ =1,...,d.
2. E(B;(t)) =0furallet € [0,T)und i =1,...,d.
3. E(B;(t)B;(s)) = 6;; min{t, s} fir alle s,t € [0,7] und 4,5 =1,...,d.

4. t — B(t,w) ist stetig in R? fiir fast alle w € Qprop-

3.2 Das Ito Integral
Wir wollen der Differentialgleichung

Ay(t) = g(y(), 1) + f(y(t),1)0: B(t) (3.1)

eine rigorose mathematische Definition geben. Solche Gleichungen kommen in der Finanzmathematik
sehr hiufig vor, wobei die Brownsche Bewegung die unvorhersehbare (zufiillige) Natur der Aktienmirkte
modelliert. Wir schreiben die DGL in Integralform und erhalten

y(t) — y(0) = / o(y(s), 5) ds + / F(u(s)., )0 B(s) ds.

Natiirlich ist 9;B(s) nicht definiert und wir brauchen einen neuen Integralbegriff, das Ito-Integral.
Angenommen, f(t) wire ein sogenannter Stufenprozess, also ein Prozess zu dem es eine Partition

0=s0<81 <...<8y =tgibtmit f[, ., ,) =& fir eine F,,-messbare Zufallsvariable § fast {iberall
und fiir  =0,...,m — 1. Dann kénnen wir das Ito-Integral definieren als
t m—1 m—1
/0 Fy(s),5)0B(s)ds := > f(s:)(B(siy1) — B(si)) = Y _ &(B(siy1) — B(si)).
i=0 i=0

Die (endliche) Summe ist messbar, da B(s;+1), B(s;) auch Fs,-messbar sind.
Sei nun £2(0,7) die Menge aller F-adaptierten Prozesse die

9l z2(0,) = (E(/()Tg(t)2 dt))1/2 < 00

erfiillen. Jeder Stufenprozess ist natiirlich ein £2-Prozess und (wie im gewohnlichen L?) gilt die Dichtheit
der Stufenprozesse in £2.

Satz 3.5 Die Menge aller adaptierten Stufenprozesse ist dicht in £2(0,T).

Beweis: Beweis erfolgt wie in L2. O
Wir kénnen nun das Ito-Integral definieren.

Definition 3.6 Sei g € £2(0,T) und sei B eine Brownsche Bewegung. Dann definieren wir das Ito-
Integral als

/0 g(s)dB(s) := lim 9r(s) dB(s)

k—oo Jq

wobei g, — g in L2(0,T) eine approximierende Folge von Stufenprozessen ist und die Konvergenz in L2
zu verstehen ist, d.h.,

lim E(‘ /OTg(s) dB(s) — /OTgk(s) dB(s)‘z).

k—o0
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Wir geben einige Eigenschaften das Ito-Integrals an:
1. [ dB(s) = B(T)

2. Das Ito-Integral ist eine lineare Funktion des Integranden, d.h.

T T T
/0 ag(s) +bf(s)dB(s) :a/o g(s) dB(s)+b/0 f(s)dB(s)

fiir a,b € R und g, f € £2(0,T).
3. Tto-Isometrie: Fiir f,g € £2(0,T) gilt

E(/OdeB/OngB) :]E(/Ongds>,

wobei das rechte Integral ein gewthnliches Lebesgue Integral ist.

4. E([) g(s)dB(s)) = 0.

5. Fiir g € £2(0,T) existiert ein stetiger Prozess G, sodass

G(t) = / o(s) dB(s)

fast iiberall gilt.

Beweis:[Beweisskizzen] Die Funktion g(t) = 1 ist ein Stufenprozess und daher folgt sofort (1). Die
Linearitdt (2) folgt sofort aus der Definition und der Linearitét des Limes. Fiir Stufenprozesse f,g
konnen wir immer eine gemeinsame Partition von [0,7] finden, d.h. 0 = sg < $1 < ... < 8y, = T mit

flisi 5,01 = konstant und gl(, s,,,] = konstant fiir all i = 0,...,m. Damit erhalten wir

5[ 148 [ 9am) = S 51006 (Bo10) ~ Bls)(Blosa) ~ Bls,)

Sei zunéchst ¢ > j: Laut Definition von Brownschen Bewegungen ist B(s;+1) — B(s;) unabhingig von
Fs, und daher auch unabhéngig von B(s;j11) — B(s;), f(s:), und g(s;) (die ja alle beziiglich F, messbar
sind). Also gilt

E(f(s1)9(s)(B(sis1) = B(s:))(B(s;11) = Blsy) )
= ]E(f(si)g(sj)(B(sj+l) — B(s;))E(B(si4+1) — B(Si))) =0.
Das gleiche gilt fiir ¢ < j. Fiir ¢ = j erhalten wir
E(f(si)g(si)(3(3i+1) - B(Si))2> = E(f(s:)9(s:))E(B(si41) — B(s:))?) = E(f(s:)g(s:))(si1 — ).

Daher fallen alle Terme mit i # j weg und es bleibt
T T m—1 T
B( [ san [ gdB) = 3 E(fsals)) s —s) = [ EG)9(s) ds.
0 0 P 0

Ubergang zum Limes zeigt die Aussage fiir allgemeine Prozesse in £2(0,7T') und damit (3). Wir zeigen (4)
wieder zuerst fiir Stufenprozesse. Es gilt

B[ gl9)aB(s) = 3 Ela(s)E(B(si1) = Bls) =0
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da g(s;) unabhiingig von B(s;11)— B(s;) ist und B(s;41) — B(s;) ~ N(0,5;41 — s;). Ubergang zum Limes
zeigt dann (4). O

Wir haben nun die Mittel, der stochastischen Differentialgleichung (3.1) (SDE) eine mathematische
Bedeutung zu geben. Wir sagen: Fiir H, K: R? x [0,7] — R erfiillt ein Prozess X (¢) die SDE

dX(t) = H(X(8),t) dt + K(X(2), ) dB(1) (3:2)

0):/0tH(X( ds+/ K(X(s),s)dB(s)

fast tiberall in [0, 7] und fast iiberall in .1, erfiillt.

wenn X (t) die Integralgleichung

Satz 3.7 Seien H, K stetig in beiden Variablen und global Lipschitzstetig in x, d.h.,
|H(£C,t) - H(y7t)| + |K($,t) - K(y7t)| § C|£L’ - y| fﬁ?” alle T,y € Rd? te [OvT]

fiir eine Konstante C' > 0. Sei xg € R? gegeben, dann existiert eine eindeutige Losung X (t) der SDE (3.2)
mit X (0) = zg. Die Lisung ist stetig in t und F; adaptiert.

3.2.1 Das Lemma von Ito

Das Lemma von Ito ist die Kettenregel der stochastischen Analysis. Sei z(t) eine differenzierbare Funktion
so dass

Die Integralform dieser ODE ist

Die gewohnliche Kettenregel zeigt

Orp(a(t)) = ¢ (x(t)a' (t) = ¢ ((t))g(x(t), 1)

oder in Integralform

o((t)) — H(z(0)) = / & (2(5))g(z(s), 5) ds.

Falls ¢ glatt ist, so erhalten wir mit Taylor Entwicklung

¢(z(t)) = ¢(x(0)) + ¢ (2(0))(x(t) — 2(0)) + %aﬁ”(ﬂ:(o))(x(ﬂ = 2(0))* + O(|z(t) — 2(0)[)

sogar wenn x(t) nicht differenzierbar ist. Setzen wir nun z(¢t) = B(t) (Brownsche Bewegung), so sehen wir,
dass ¢'(B(0))(B(t) — B(0)) im Durchschnitt gleich Null ist (Die Inkremente von B sind N (0, ¢)-verteilt).
Weiters ist ¢”(B(0))(B(t) — B(0))? im Durchschnitt gleich . Das lisst vermuten, dass die Kettenregel
fiir ¢(B(t)) die folgende Form haben sollte

B(B(1)) / &'(s) dB(s / #"(5)

Satz 3.8 (Ito) Sei ¢(x,t) zweimal differenzierbar in x und einmal differenzierbar in t. Sei X(t) ein
Prozess mit

dX (t) = F(t)dt + G(t)dB(t),
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dann gilt fir Y (t) .= ¢(X(¢),1)
4 (1) = (2 6(X(0.)F (1) + D0(X(1).1) + LO26(X().G()) dt + ,6(X (1), 1)G(t) dB (1)
oder in Integralform
t 1., ) t
V() - Y(0) = [ (2.6(X(s)9F () + 00X (5):5) + 300X (5).5)G%() ds + | 0,0(X(5),5)6() dB(s).
0 0

Beweis:[Skizze] Ein exakter Beweis beschiftigt sich mit der Konvergenz von Zufallsvariablen und ist
etwas aufwendiger. Wir geben nur die Idee des Beweises wieder: Sei 0 = sg < s1 < ... < &, = t eine
Partition von [0, ¢]. Dann gilt mit der Taylorentwicklung von ¢

Y(t) - Y(0) = Z Y (sit1) — Y(si)

= 3 A(X (o)) 111 — 1) +Zar¢ 0,50 (X (s:41) — X (50)

# 3 OO0 90 (Xsir1) = X (s

+ O(sit1 = 5)(X(si11) = X(51))) + O(sig1 — 8:)°) + O(X (s511) — X(s))°.
(3.3)

Wenn wir den Limes iiber die Partitionen bilden (d.h. wir finden eine Folge von Partitionen so dass
max;=g,.. m—1Si+1 — S; — 0), dann bleibt die linke Seite der Gleichung unveréndert. Die erste Summe
auf der rechten Seite erfiillt

Z@t(b S'L+1 —>/ at(b

da ¢ regulir und X stetig ist und damit die Riemann Summe konvergiert (klassische Analysis). Fiir die
zweite Summe erhalten wir nach Definition von X

Zﬁm 8i) (X (si+1) — X (54))

:%ammsi),so( | F@ass [ an)

t t
%/ 0:0(X (s, 8))F(s) ds+/ 0:0(X (s,8))G(s) dB(s)
0 0
da ¢ regulir und X stetig ist (fiir das erste Integral reichen klassisch Riemann Argumente, fiir das zweite
braucht man die analogen Argumente fiir das Ito Integral). Die dritte Summe auf der rechten Seite

von (3.3) ist die komplizierteste und wir betrachten nur den Fall F = 0 und G = 1, also X = B. Wir
haben bereits gezeigt, dass gilt

Z 079/ )(sig1 — i) = / 02$(X (s), ) ds.
Es reicht also

), 8) (X (si41) — X (5:))? = (si41 — 8i)) = 0

l\D\’—‘
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zu zeigen (im L2(Qprob) Sinn). Wir definieren 6X; := X (s;11) — X (s;) und ds; := s;41 — s;. Es gilt

Z E(026(X (s.), 5:)026(X (s,), 57) (X7 = d5:) (67 — ds,) ).

»Mr—\

Fiir jeden Term dieser Summe mit ¢ # j gilt (wir nehmen O.B.d.A i < j an)

E(026(X (s1), 5:)020(X (s;), 5;) (X7 — 8,) (0X? = b))
= E(026(X (5:), 5)026(X (5;), 5) (X7 — 85,) ) E(OXF — bs;) =

wo wir verwenden, dass 60X, unabhingig zu F; und F; ist (X ist Brownsche Bewegung) und es gilt
IE(SX? = 0s;. Damit bleiben nur die diagonalen Terme iibrig und wir erhalten

m—

mz s)HE(0X? - ds;) Z (2P(X (s4), 54)2)052.
1=0

i=0

»MH

Hier haben wir
E(6X? — 65;)% = E(6X]) — 2B(6X7)ds; + 057 = 3057 — 2057 + 052 = 2057

verwendet (6X; ~ N(0,ds;) und das vierte Moment der zentrierten Normalverteilung ist 30%). Da 92¢
gleichmiBig beschrinkt ist (stetige Funktion auf [0, T]) erhalten wir E(1?) — 0 wenn max &s; — 0.
Zuletzt miissen wir noch argumentieren, dass die Fehlerterme gegen Null gehen: Der Term

m—1 m—1

E O(8i4+1 — ;) 2<  max ds; g 0s; =T max 0s;
0 1=0,...,m—1 0 1=0,...,m—1

1= 1=

geht natiirlich gegen Null falls die Partition unendlich fein wird.
Wir nehmen noch immer X = B an. Die Summe Z?;Bl O(si41 — $)(X (sit1) — X (s4))) erfiillt
(e 2
B[ > 0(sir1 = i) (X(si1) = X(s0))| S _max G5 >~ B(X(s141) = X(5)(X(s541) = X(5))

i=0 4,j=0
m—1 m—1
= max Js; E E(X(sj41) — X(s;))* = max Js; g 0s; =T max ds;
1=0,...,m—1 0 i=0,...,m—1 0 i=0,...,m—1
1= 1=

und geht daher auch gegen Null falls max;—g, .. m—19s; — 0 (Hier haben wir wieder die Unabhéngigkeit
von 6.X; und 6.X; verwendet um die Terme mit ¢ # j verschwinden zu lassen).

Die Summe Y7 " O(X (si41) — X (s,))? erfiillt

2

E| 3 00X (s001) - X(50))°
=0

m—1 m—1

S D E(X(sig1) — X(50) E(X (sj41) — X(57))* + Y E(X(si41) — X(s:))°
i#j=0 i=0
=15 S S5s3,
=0

wo wir wieder die Unabhéngigkeit der Inkremente (X ist hier nur die Brownsche Bewegung) und die
Tatsache X (s;41) — X (s;) ~ N(0,6;) verwenden (das dritte zentrale Moment der Normalverteilung ist
Null, das sechste Moment ist 1505 = 154s3). Genau wie zuvor sehen wir, dass die Summe gegen Null
geht, falls max;=o,...,m—1 581' — 0. U
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Das Lemma von Ito gilt auch fiir mehrdimensionale Brownsche Bewegungen. Sei G: [0, T] X Qprob —
R¥*? ein Matrix-wertiger stochastischer Prozess und B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung, dann
konnen wir das Ito-Integral definieren als

wobei
d t
Xt =Y / G(s)i; dB(s),
j=1"0
fir i = 1,...,d. Die Brownsche Bewegung (Vektor) wird also formal einfach mit der Matrix G multipli-

ziert und dann integriert. Das konnen wir wieder in Differenzialschreibweise als
dX(t) = G(t)dB(t)

schreiben.
Satz 3.9 (Ito in d Dimensionen) Sei ¢(x1,...,24,t) eine skalare Funktion die zweimal differenzier-
bar ist in x; und einmal differenzierbar in t. Sei X: [0,T] x Qprob — R ein d-dimensionaler Prozess
mit

dX(t) = F(t)dt + G(t)dB(t),
fiir einen Matriz-wertigen Prozess G(t) € RY*? und einen Vektor-wertigen Prozess F(t) € RY. Dann gilt

fir Y (t) .= ¢(X(¢),1)

Ay (t) = (F(t) Ve b(X (1), 1) + 6t¢(X(t),t)) dt

d d
+ 303 0., 0(X (1), )G (1) dB(L),

i=1 j=1
1,8
2
+5(30 30 820X (0. 0GMGH)) d.
k=11,5=1
Die SDE dX (t) = F(t) dt + G(t)dB(t) im obigen Satz ist in Integralform wie folgt zu lesen:
¢ mo
0 =170
fir allei=1,...,d.

3.3 Die Feynman-Kac Formel

Die Feynman-Kac Formel ist nach dem Physiker Richard Feynman (1918-1988) und dem Mathematiker
Mark Kac (1914-1984) benannt.

Wir betrachten zuerst die stationiire Gleichung ohne Randbedingungen: Sei u € C?(R¢) eine Losung
von

—%Au(x) +b(z) - Vu(z) + c(x)u(z) = f(z) fir z € R? (3.4)

wobei wir Stetigkeit von b und ¢ voraussetzen.
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Satz 3.10 Sei u € C?(RY) N L2(RY) eine Lisung von (3.4) mit 0 < ¢y < c(z) < ¢1 < oo und sei
X (t) € R? eine Losung der (d-dimensionalen) stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = =b(X(t))dt + dB(t), t >0
mit X(0) =z € R? fast sicher. Dann gilt
() :IE(/Oooexp(—/O C(X(s))ds) f(X(t))dt)

Beweis: Wir beweisen zuniichst die Produktregel (3.5) fiir stochastische Prozesse: Sei g eine klassisch
differenzierbare Funktion auf [0,¢] (die auch von w abhiingen darf) und Z ein £2-Prozess der dZ =
F dt + GdB erfiillt. Wir verlangen auflerdem, dass ¢’ gleichméflig beschrinkt ist. Dann gilt

9()Z(t) — g(s)Z(s) = (9(t) — g(s)) Z(t) + g(s)(Z(t) — Z(5))

/:g/(r) er(t)+g(s)(/StF(r) dr+/StG(r) aB(r)).

Summieren iiber eine Partition s1,. .., S;,4+1 von [0, 1] zeigt

m

9(t)Z(t) — 9(0)Z(0) = ZQ(S¢+1)Z(31+1) —g(si)Z(s1)

_ Z /%H—l gl(r)Z(siJrl) i /514—1 g(Sl>F(T) i /87‘,+1 g(sz)G(r) dB(’I")

Si Si

Da r + ¢'(r)Z(r) stetig und gleichméBig beschréinkt ist, konvergiert die Riemann Summe im klassischen
Integral. Fiir das Ito Integral verwenden wir, dass r — g(r)G(r) wieder ein £2-Prozess ist. Bilden wir
den Limes iiber immer feinere Partitionen, erhalten wir daher

gmzw—amﬂmzlvam+mmHMM+Agvmummm. (3.5)

Wir wenden nun die mehrdimensionale Ito Formel auf den Prozess u(X (t)) an. Die Funktion ¢(¢, z) :=
u(x) ist laut Annahme zweimal stetig differenzierbar im Ort. Daher erhalten wir mit Ito’s Formel

Au(X (1)) = ~b(X (1)) - Vu(X (1) + 5 Au(X(0)di + Vu(X (1)) - dB(1).
Fiir den Prozess H(t) definiert durch
() = e ([ e(X(6)) dsJulx (1)
gilt dann mit obiger Produktregel ([} ¢(X (s)) dz ist stetig differenzierbar)
H(t) - H(O) = /Ot esp (- /0 (X (r))dr) (—b- Vu(X(s)) + %Au(X(s)) — (X ()u(X(s)) )ds
+t/0 exp ( - /0 (X (1)) dr)Vu(X(s)) - dB(s)
_ _/0 ech (- /O cS(X(r)) dr) £(X(s))ds
4 /O esp (- /0 (X (r)) dr) Vu(z) - dB(s).
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Wenden wir den Erwartungswert auf beiden Seiten an, so erhalten wir

t s
IE(/ exp ( - / e(X(r)) dr) Vu(z) - dB(s)) =0
0 0
da Ito Integrale immer Erwartungswert Null haben und
[E(H(t))] < exp(—cot)||lu||pe — 0 fiir t = 00

nach Definition von H. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Die Bedingung ¢(z) > ¢p > 0 kann man vermeiden, wenn man etwas mehr Arbeit in den Beweis steckt.
Wir betrachten nun das Randwertproblem: Sei u € C?(£2) eine Lésung von

—%Au(z) +b-Vu(x) + cu(z) = f(z) firzeQ,
u=g auf 0.

(3.6)

Satz 3.11 Sei u € C?(Q) eine Losung von (3.6) mit ) < co < ¢ < ¢1 < co und sei X; eine Lésung der
stochastischen Differentialgleichung

dX(t) = —b(X (t))dt + dB(t), t > 0

mit X(0) = x € R? fast sicher. Dann gilt
v t Y
u(z) = ]E(/ exp ( . / (X (s)) ds) F(X@) dt) + E(g(X('y)) exp ( - / (X (s)) ds>)
0 0 0
wobei y(w) == 1inf{t >0 : X(t,w) € R*\ Q} als die boundary hitting time bezeichnet wird.
Beweis: Der Beweis funktioniert zunéchst genau wie der Beweis von Satz 3.10 wobei wir nun

H(t) :=exp ( - /Omin(tﬁ) e(X(s)) ds)u(X(min(t, )

min(t,y)
0
noch immer beschréinkt. Die Ito Formel und die Produktregel liefern daher wieder

definieren. Funktionion ¢ — exp (7 (X (s)) ds) ist nun stetig differenzierbar nur fiir ¢ < -, aber

min(¢,7y) s
H(t) — H(0) = H(min{t,v}) - H(0) = —/O exp (- /0 (X (1) dr) (X (s))ds

+ /Omin(tﬂ) exp ( - /OS (X (7)) dr) Vu(zx) - dB(s).

Anwenden des Erwartungswerts auf beiden Seiten zeigt wie oben

E(H (1)) ~ E(H(0) = ~E( /O " (- /0 | (X (r)) dr) (X (s))ds).

Da ¢ > ¢o > 0, haben wir mit exp(—cos)||u||z= eine integrierbare Majorante und zeigen mit dem
Majorantenkriterium, dass

lim E(H(t)) = E(g(X(v)) exp ( - /07 c(X(s))ds)).

t—o0
Das beweist die Behauptung. O
Zuletzt betrachten wir die parabolische Gleichung
1
Ou(t, ) — §Au(t,x) +b-Vu(t,z) + cu(t,z) =0 fir (¢,z) € [0,T] x Q,

u=g auf[0,T] x 09, (3.7)
u(0) = up.

Der Einfachheit halber erweitern wir die Funktion g, so dass ¢(0,z) = ug(z).
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Satz 3.12 Sei u zweimal im Ort differenzierbar auf Q und einmal in der Zeit differenzierbar und sei
u eine Losung von (3.7) mit 0 < ¢g < ¢ < ¢1 < oo. Fiir (t,x) € [0,T] x Q, sei X eine Lisung der
stochastischen Differentialgleichung

dX(s) = —b(X(s),t —s)ds+dB(s), s >0
mit X(0) =z € R? fast sicher. Dann gilt

u(t,x) = E(g(t — 7, X (1)) exp ( - /0% (v — s, X(8)) ds)

wobei v (w) := min{t,inf{s > 0 : X(s,w) € RY\ Q}} nun leicht verindert definiert ist sodass v;(w) der
Zeitpunkt ist an dem der Prozess (X(s),t — s) den parabolischen Rand € x {0} U 9Q x [0,T] trifft.

Beweis: Wieder wenden wir die Ito Formel auf w := s — u(t — s, X(s)) an und erhalten
1
dw(s) = (= b(t — s, X(s)) - Vou(t — s, X(s)) — Osu(t — s, X(s))) ds + Vyu(t — s, X(s)) - dB(s) + iAu(t —5,X(s))ds
Mit der Produktregel aus dem Beweis von Satz 3.10 gilt nun fiir ¢,¢y > 0 und
min(t,'}/to) ) ) .
H(t) :=exp ( - / (X (s), min(t, v¢,) — 8) dr)u(to — min(t, v, ), X (min(t, v, ))
0

die Gleichung
H(t) — H(0) = H(min{t,v,}) — H(0)

min{t,vs } s
= / exp<f/ o(X(r),s—r) dr)
0 0

: ( ~e(to — 5, X(5)) — blto — 8, X(5)) - Vaulto — s, X(5)) — Bsu(to — 5, X(5)) + %Au(to - s,X(s))) ds

=(—0t+3A-b-V—c)u=0
min{t,vz, } s
+/ exp(—/ c(X(r),s—r)dr)Vu(to—s,X(s))~dB(s).
0 0
Anwenden des Erwartungswerts auf beide Seiten zeigt wie oben
E(H(t)) —E(H(0)) =0.

Mit lims_, oo min{t, vz, } = Y, < to erhalten wir u(to — Ve, X (o)) = 9(to — Yo X (71,)) und daher

t—o0

i B(H (1) = (st ~ 3. X () esp (= [ " el — 5, X(3)) ds).

Zusétzlich gilt E(H(0)) = u(to, z), was die Behauptung zeigt. O

3.3.1 Numerische Approximation von SDEs

Um Die Feynman-Kac Formeln in einen implementierbaren Algorithmus zu verwandeln, miissen wir
SDEs numerisch approximieren kénnen. Die einfachste Methode hierfiir ist das Euler-Maruyama Schema.
Angelehnt an das explizite Eulerverfahren, ist die Approximation fiir die SDE

dX = F(X(t),t)dt + G(X(¢),t)dB(t), X(0)= Xy
gegeben auf der Partition 0 =ty < t; < ... <t, =T durch
Xip1 = X; + F(X;, )0t + G(X;,t;)0B;
mit X; ~ X(¢) und 6t; = t;41 — t;, 0B; := B(t;11) — B(t;) ~ N(0,dt;). Klarerweise sind die X;
Zufallsvariablen (der Zufall kommt durch ¢B; ins Spiel).
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Lemma 3.13 Angenommen F und G sind Lipschitzstetig in beiden Argumenten und supg<,<7 E| X () 1> <
00. Dann konvergiert die Euler-Maruyama Methode mit starker Ordnung 1/2, d.h.

E[X(t) = X, < O(, max_t;) 1z

=1,...,n

firi=1,...,n und einer Konstante C' > 0 die nur an F, G und T hdngt.

Bemerkung 3.14 Es gilt natiirlich mit Holder und E1 = 1 auch

EIX(t) = Xi| < VERVEX(5) = X.P < O(, max_ot;) 2,

=1,...,n

Dies ist die iibliche Definition von starker Ordnung. Analog zum den Runge-Kutta Methoden héherer
Ordnung gibt es auch stochastische Methoden von Ordnung > 1.

Beweis: Schritt 1: Wir wissen bereits, dass X existiert und stetig ist. Mit der Ito Isometrie gilt

BIX(t) ~ X(s)|* S |t — of? max EF(X(r),r)? / EG(X(r),)* dr S [t — s| max (EF(X(r).7)* + EG(X(r).1)?).
Die Lipschitzstetigkeit zeigt dann

E|X(t) = X(5)]* S |t = 5| max (1 +E[X(r)") S |t - s|

laut Annahme an X.
Schritt 2: Wir definieren Y (¢t) = X(¢;) fiir t € [t;,t;41) und alle ¢ = 0,...,n — 1. Analog definieren
wir r(t) :=t; fir t € [t;,t;41) und alle ¢ =0,...,n — 1. Dann gilt

j—1
Xj = Xo+ Y F(X t:)0t; + G(Xi,t;)0B;
i=0

:XOJF/OJF(Y,r)der/OjG(Y,r)dB(s).

Analog dazu gilt fiir die exakte Losung

X(t)=Xo+ /Ot F(X(s),s)ds+ /Ot G(X(s),s)dB(s).
Vergleichen wir nun X; mit X (¢) fiir ¢ € [t;,t;41), so gilt
E|X, — X ()2 S EIX; — X ()12 +EIX (1) - X(0)
<( / F(Y(9).r(s) = P(X(9).9)ds) +B( [ * GV (9).1(9) - G(X(5),5) dB))
+EIX (L X(t)|2.

Schritt 3: Das Lebesgue Integral erfiillt mit Lipschitzstetigkeit und Holder

2

]E(/o j F(Y(s),7(s)) — F(X(s),s) dS) <t /0 : E(F(Y(s),7(s)) — F(X(s),5))*ds

ST/()jIE|X(s)—Y(s)|2+|s—r(s)|2ds.

Fiir das Ito-Integral folgt analog mit der Ito-Isometrie

2

E( / LGV (5).7() ~ G(X(s),8)dB(s)) = / "E(GY (), r(s)) — G(X(5), 5))2 ds
S /o E|X(s) = Y(s)|* +|s — r(s)|* ds.
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Zusammen mit Schritt 1 und der Definition a(t) := E|X (t) — Y (¢)|? + |t — 7(t)|? folgt nun

<C/ ds+C max ot;

=1,....n—1
da |t — r(t)|? = 6t2. Das Lemma von Gronwall zeigt nun

a(t) < Ce®T  max ot

i=1,...,n—1

und damit die Behauptung. [l

Es bleibt noch den Erwartungswert numerisch zu approximieren. Dazu gibt es zahlreiche Methoden
die alle eine eigene Vorlesung rechtfertigen wiirden (sparse grids, quasi-Monte Carlo, ... ). Die einfachste
und #lteste Methode ist allerdings die Monte Carlo Methode. Die Idee dabei ist, den Erwartungswert
durch den empirischen Erwartungswert anzunihern: Sei f € L2(meb) eine quadratisch integrierbare
Zufallsvariable (= Funktion auf Wahrscheinlichkeitsraum). Seien wy,...,w, € Qpob unabhéngige Zu-
fallsvariablen die beziiglich P gleich verteilt sind. Dann ist die MC Approximation definiert durch

1
Ef/ fdP(w) = ’gz w;).

prob —

Bemerkung 3.15 Wir sehen wir w; als zufillige Elemente in Q0. Man kann w; auch also Zufallsva-
riable w;: Qprob — Qprob betrachten.

Satz 3.16 Sei f € L*(Qprob). Dann gilt

||f IEf”L2 Qprob)
\/}Ewl,.wwn UEf - Qn(f)' \/ﬁ .
Beachte: Qn(f) ist auch eine Zufallsvariable da die wn,...,w, zufillig gewdihit werden. Der dufere Er-

wartungswert bezieht sich auf diese Variablen.
Beweis: Es gilt
o oo [Bf = Qu(F)P = (Ef)? = 2EfBu .0, @ (f) + Eun .0, (@ (£)?)-
Die Unabhéngigkeit der w; zeigt
By oo, (Qu(f)?) =2 Z Ef(w)Ef(w;) +n~2 ZE (i) = (1 —n"Y)ESF)? +n 'E(f?).
i#£j=1

Es gilt auch

und daher
Eoy,..on[Bf = Qu(f)I? = (Bf)? + (1 = n~ ) (ES)? + n 'E(f?) — 2(Ef)?
=n"YE(f?) - (E(f))?).

Mit ||f — IE]"H%Q(Q E(f?) — (E(f))? zeigen wir die Behauptung. d

prob)
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Bemerkung 3.17 Wir haben nun alle Werkzeuge um die Feynman-Kac Formel numerisch zu appro-
ximieren. The stochastischen Prozess approximieren wir mitttels Euler-Mayurama Schema, die Erwar-
tungswerte berechnen wir mittels Monte-Carlo Methode. Eine informelle Abschétzung des Gesamtfehlers
zeigt

Fehler < 6t'/2 4+ n~1/2,

Das heiflt, fiir eine Genauigkeit von ¢ > 0 ist der Rechenaufwand §t~'n=1 ~ =% (fiir jede der n
Stichproben von X (t) miissen wir ¢! Schritte des EM-Schemas berechnen). Vergleichen wir das mit
der traditionellen Vorgehensweise mit Zeitschrittverfahren und P1-FEM: Fiir jeden Zeitschritt muss eine
FEM gelost werden. Das FEM Gitter hat O(h~¢) Elemente. Das heit, die FEM hat im besten FAll
den Aufwand O(h~?). Multipliziert mit der Anzahl der Zeitschritte ergibt sich ein Gesamtaufwand von
O(h=45t™1) fiir eine Genauigkeit von O(5t + h). Fiir eine Genauigkeit von ¢ > 0 hat man also O(~471)-
Aufwand.

Ist man nur an wenigen Punktauswertungen u(t, z), (¢,2) € [0,T] x ©Q der Losung interessiert, ist die
probabilistische Methode fiir d > 4 deutlich schneller.
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Kapitel 4

lineare hyperbolische Gleichungen

4.0 hyperbolische Gleichungen

Die allgemeine Form von (Systemen von) hyperbolischen Erhaltungsgleichungen in “Erhaltungsform” ist
d .
O+ 9, (F () =0  (2,t) € Qx (0,00). (4.1)
j=1

e Die Komponenten u; : Q@ — R, j = 1,...,s der Funktion u : Q — R?® heiflen Zustandgrifien, der
Vektor u Zustandsvektor (“state vector”).

e Die d Funktionen f7 : R® = R%, j = 1,...,d, heiBen Flufifunktionen. Allgemein heiit der Definiti-
onsbereich (der Wertebereich des Zustandsvektors) der FluBfunktionen die “Zustandsmenge” (set
of states).

Hyperbolische Erhaltungsgleichungen von der Form (4.1) beschreiben zahlreiche Erhaltungsgleichung.
Die (auch historisch) bedeutendsten ergeben sich aus der Stomungs- und Gasdynamik, z.B. den Euler-
gleichungen. Die Zustandsgrofien sind dann z.B. Masse, Impuls, Energie, und die Gleichungen beschreiben
die Erhaltung dieser Grofien.

Beispiel 4.1 (Eulergleichungen) Die Eulergleichungen der Gasdynamik beschreiben die Strémung eines
Gases (“Fluids”). Dabei gelten Masseerhaltung, Energieerhaltung und Impulserhaltung. Wenn man mit
v(z,t) € R? die Geschwindigkeit von Partikeln am Ort z zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet, mit p(z,t) die
Dichte, mit p = p(z,t) den Druck und mit e die (spezifische) innere Energie (“Temperatur”) so ergibt
sich mit der Gesamtenergie £ = pe + %\v|2 die folgenden Erhaltungsgleichungen:

ohp+V-(pv) = 0 Massererhaltung
O(pvi) + V- (pvvy)+0,,p = 0, i=1,2,3, Impulserhaltung
WE+V-(v(E+p) = 0 Energieerhaltung.

Tatsiichlich stellt dies (im R3) 5 Gleichungen fiir 6 Unbekannte Funktionen dar. Die fehlende Gleichung
kann z.B. durch ein “konstitutives Gesetz” erzeugt werden. Bei “idealen Gasen” z.B. ist der Druck p eine
Funktion der inneren Energie: p = p(y — 1)e, wobei 7 eine Konstante ist!. Die Eulergleichungen kénnen
tatsédchlich auf die Form (4.1) gebracht werden:

p pV1 pVa pvs
pV1 p+pvi pVIV2 pV1V3
u=| pve |, fl = pPV1Va , 2 = p+ pv3 , 3 = pPVaVs ,
pV3 pvV1V3 pV2v3 p+pvi
E vi(E+p) va(E +p) vs(E +p)

L Aus der Schule kennt man diese Beziehung in der Form pV = nRT, wenn man zusitzlich die innere Energie e von der
Form e = ¢T" annimmt
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Bemerkung 4.2 Die Gleichung (4.1) driickt eine Erhaltungsgleichung aus: Fiir ein beliebiges “Kontrollvolumen” D C
R? ergibt sich durch Integrieren iiber D und vertauschen von J p mit %

i/udm—f—/ F(u,n)ds =0,
dt Jp oD

wobei n die duflere Normale an D ist und F(u,w) := E?Zl w;f7(u) der FluB in Richtung w = (w1, .. .,wq)
ist. ]

Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall einer skalaren Gleichung (also nur eine einzige Erhaltungsgrofie):

Beispiel 4.3 Im Fall s = 1 sind die Funktionen f!,..., f¢ reellwertig. Schreibt man F(u) := (f*,..., f)T,
so ergibt sich die Erhaltungsgleichung in der Form

B+ V- (F(u)) = 0. (4.2)

Die Erhaltungsform nimmt die etwas vertrautere Form

4 udx—f—/ F(u) -nds=0
dt Jp oD

an. |

Beispiel 4.4 Betrachtet man nur eine skalare Gleichung und nimmt an, dafl F(u) von der Form bu ist,
so ergibt sich die Advektionsgleichung
us+b-Vu=0. (4.3)

Bemerkung 4.5 (lineare hyperbolische Systeme) Fallls die Funktionen f7(u) die Form A ;u haben fiir
konstante Matrizen A; € R**®, so spricht man von einem linearen System. Es hat die Form

d
81511 + ZAjawju =0

J=1

Sind die Matrizen A; alle symmetrisch, so spricht man von einem symmetrischen System (“Friedrichs
system”). .

Strikt genommen gehort zur Hyperbolizitét des Systems (4.1) noch eine Bedingung der reellen Diagona-
lisierbarkeit der Linearisierung:

Definition 4.6 (Hyperbolizitit einer Erhaltungsgleichung) (4.1) heifst hyperbolisch, falls die Ab-
leitung DuF(u,w) fiir jeden Zustandsvektor u und jede Richtung w € R\ {0} reell diagonalisierbar ist.
Falls die Eigenwerte (fiir jeden Zustand u und jede Richtung Q) paarweise verschieden sind, dann heifit
das System strikt hyperbolisch.

Historisch wichtig ist der Fall d = 1 von Systemen:
Ubung 4.7 Sei d = 1. Das System hat die Form

o+ 0, (F(u)) =0 (4.4)
Zeigen Sie: es ist hyperbolisch, falls DF(u) reell diagonalisierbar ist fiir alle Zustandsvektoren u. .

Bemerkung 4.8 Das Problem (4.1) mufl noch mit Randbedingungen (und Anfangsbedingungen) ver-
vollstédndigt werden. -

AUSARBEITEN: FD fuer glatte Lsg wie WEllengleichung, KdV,....—FVM fuer unstetige
Lsgnen, SChocks
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4.1 klassische Differenzenverfahren am Beispiel der Advekti-
onsgleichung

4.1.1 Vorbemerkungen zu finiten Differenzenverfahren

Vorbemerkung: Differenzenverfahren erzeugen numerische Verfahren, indem Ableitungen durch Differen-
zenquotienten ersetzt werden.
Vorteile:

e cinfache, schnelle Erzeugung des Verfahrens
e einfacher Umgang mit nichtlinearen Gleichungen

Nachteile: Handhabung komplexer Geometrien, Randbedingungen
Fokus des vorliegenden Abschnittes: Stabilitét des Verfahrens in der Zeit (— Randbedingungen wer-
den ausgeblendet durch Betrachten eines Vollraumproblems)

Eine simultane Diskretisierung in Ort und Zeit wie wir es in Abschnitt 4.4 vorstellen werden erfolgt in
der Praxis selten. Fast ausschlielich werden bei (zeitabhéngigen) hyperbolischen Problemen Zeitschritt-
verfahren eingesetzt—meist sogar explizit in der Zeit. Eine der zentralen Fragen bei solchen Verfahren
ist die der Stabilitéat, und der vorliegende Abschnitt ist primér dieser Frage gewidmet. Eine zweite Fra-
ge ist, insbesondere bei Differenzenverfahren, die Realisierung von Randbedingungen. Wir werden diese
Frage allenfalls kursorisch behandeln. Um die Frage nach Randbedingungen zu umgehen, betrachten wir
ein reines Cauchyproblem (d.h. = R?- die klassische Alternative ist die Untersuchung von periodi-
schen Randbedingungen). Um die Situation noch einfacher zu gestalten, betrachten wir den raumlichen
1D-Fall.

4.1.2 FD fiir die Advektionsgleichung

Der einfachste Fall einer linearen hyperbolischen Gleichung ist damit die Advektionsgleichung:
U+ auy =g auf R x (0, 00), u(z,0) = up(x), (4.5)

wobei g und der Startwert ug kompakten Tradger haben moégen. Fiir ¢ = 0 kann die Losung explizit
angegeben werden:
u(x,t) = up(x — at). (4.6)

Bei Differenzenverfahren werden Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert. Wir betrachten
ein regelméfliges Gitter x; = ih, i € Z im Ort und ein regelméfBiges Gitter in der Zeit ¢, = nk, n = 0,
1,...,. Die (zu berechnenden) Werte u! sollen Approximationen an die (unbekannten) Funktionswerte
u(x;, ty,) sein.

Wir fithren den Begriff der “Gitterfunktion” ein: eine Folge (U;);cz heifit Gitterfunktion-man kann
sich dies als die Werte in den Knoten x; = ¢h vorstellen. Um den Zeitschritt n zu markieren, verwenden
wir einen Superskript. Z.B. kann man sich bei der Gitterfunktion U™ = (U}*);cz Werte in den Punkten

(z4,t,) vorstellen. Wird sie mit einem Superskript versehen, so beschreibt dieser den Zeitpunkt.
Wir betrachten folgende explizite Verfahren:

1. “forward time/backward space”:

7 I K - ui—l
e (47)
2. “forward time/forward space”:
n+l _  n no_ .m
e gt (1)
3. “Lax-Friedrichs”:
z (uiJrl -3 (qu + u11)> + o (qu - uifl) = g(z,tn). (4.9)



Fafit man U™ := (u});ez als Gitterfunktion auf, so haben die Schemata die Form
Untt = EU™ + kG™, (4.10)

wobei der Propagationsoperator E ein linearer Operator auf dem Raum der Gitterfunktionen ist; wir
schreiben weiter G™ fiir die Gitterfunktion (g(x;,t,))iez-

Wie bei linearen Problemen {iblich sind die zentralen Begriffe “Konsistenz” und “Stabilit#it”2. Kon-
sistenz ist der Fehler, den das numerische Verfahren in einem (Zeit-)Schritt macht, d.h. man vergleicht
die exakte Losung nach einem Zeitschritt mit dem Ergebnis, das man aus dem Verfahren erhélt, wenn
man die exakte Losung als Anfangswert wéhlt. Also: Sei u eine exakte Losung und die Gitterfunktion
U}, gegeben durch

Ukh,i = (i, tn)

dann ist der Konsistenzfehler

n 1 n n mn
T = 7 Uk}—:il — ((EU)i + kG; )} .

Beim Berechnen des Konsistenzfehlers (in Abhiéingigkeit von & und ~) mufl man die Eigenschaft nutzen,
dafl u die Differentialgleichung 16st—das ist fiir die Bestimmung der Konsistenzordnung unpraktisch.
Fiir die vorliegenden Diskretisierungen nutzt man einfach direkt die Gleichung w; + au, = g aus, so dafl
man den Konsistenzfehler 7 definiert als

1
= = (U = (BUR)) = (il t) + ava (@, 1) (4.11)

fiir jede hinreichend glatte Funktion w.

Ubung 4.9 Zeigen Sie mittels Taylorentwicklung, daB fiir die obigen Verfahren gilt:
[7i'| < C'lk+h],
wobei die Konstante C' von u abhéngt. M.a.W.: die Verfahren sind von der Ordnung (1,1).

Wiéhrend der Begriff der Konsistenz den Fehler faflt, der in einem Zeitschritt gemacht wird, falt der
Begriff der Stabilitit den Einflufl von Fehlern (z.B. Konsistenzfehlern) in vergangenen Zeitschritten auf
den Fehler. M.a.W.: Stabilitit mifit die Verstirkung von Fehlern durch das Verfahren. Definiere den

Fehler
e = u(@istn) —ui = Upy; — uy'.

Fiir das Verfahren und den Konsistenzfehler gilt:

UnJrl

n+1
Ukh

= BU"+kG"
EUD, + kG™ + k™t

Wegen der Linearitdt von F ergibt sich die Rekursion
g™t = Be™ + kL
Wir fixieren nun eine Norm auf dem Raum der Gitterfunktionen:

[(Vi)iczller == Z h|Vj].
=
Es ergibt sich

TZ|

n

—L

1™ lley < HE™ ey 1e°ley + 5D 1B
{=1

1 1
Zh, eh

2Fiir lineare, wohlgestellte Probleme besagt das Lax’sche Aquivalenzprinzip tatséichlich: Konvergenz <= Konsistenz +
Stabilitét
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Wir erkennen, dafl wir fiir festes 7" und 0 < nk < T fordern sollten

sup  [[E"[|p < Cr, (4.12)
n:0<nk<T

fiir ein Cr > 0 unabhéngig von k£ und h, denn dann ergibt sich:

n
le"ller < Cr | 1106y +sup 7]l Y K
l<n =
——
<T

Fiir die betrachteten Verfahren ergibt sich somit

sup e < Cr [y + Ck+ 1)
n:0<nk<T

Man kann sich als Startfehler ||| o1 also O(h) erlauben, was mit Knotenauswertung oder sogar bei Wahl
als Mittelwerte iiber Elemente der Fall ist. Entscheidend ist die Stabilitédtsbedingung (4.12). Praktisch
ist sie erfiillt, falls

o [Ellp <1
e oder doch wenigstens [|E| <1+ Ck fiir eine Konstante C' > 0, die nicht von k und h ist.

Typisch fiir explizite Verfahren ist, daf§ dieser Bedingungen nicht fiir alle Kombinationen von k£ und h
erfiillt sind sondern unter der Bedingung, daf k/h hinreichend klein ist, die sog. “CFL”-Bedingung®

@ <e, (4.13)

wobei ¢ > 0 eine Konstante ist, die nicht von k& und h abhéngt (wohl aber vom Problem und dem
Verfahren).

Beispiel 4.10 (Advektionsgleichung auf Torus)

up +ugy =0, x € (0,1), t>0, u(0,t) = u(l,t) Vt>0

u(x,0) = sin(mx)

Figuren 4.1-4.4 zeigen das Verhalten der unterschiedlichen Verfahren. Insbesondere siecht man, daf§ die
CFL-Bedingung A = % < 1 wesentlich ist bei diesen expliziten Verfahren. .

Ubung 4.11 Zeigen Sie, daf fiir das Lax-Friedrichs-Schema unter der Voraussetzung der CFL-Bedingung
lak/h| <1 die folgende Abschiitzung gilt:
1Bl <1

4.1.3 Upwinding

Wir untersuchen nun “forward time/forward space” und “forward time/backward space”. Als entschei-
dend fiir die Stabilitét wird sich das Vorzeichen von a herausstellen:

ft /bs (4. falls
{ verwende ft/bs (4.7) alls a >0 (4.14)

verwende ft/fs (4.8) falls a <0 .

Satz 4.12 (Stabilitéit des Upwind-Verfahrens) Unter der CFL-Bedingung |ak/h|
Propagationsoperator E des Upwind-Verfahrens (4.14) die Stabilititsbedingung ||EH5}11
Lésungen ist damit der Fehler O(k + h).

1 erfillt der

<
< 1. Fir glatte

3Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung, benannt nach Richard Courant, Kurt Friedrichs und Hans Lewy
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Abbildung 4.2: Einflu der CFL-Bedingung auf ft/bs und ft/fs
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Beweis: Betrachte den Fall a > 0. Fiir eine Gitterfunktion (V;);cz gilt damit

ak
(BV)i =Vi— - (Vi= Vi)

und damit

ka ka
1-— 2= =
h h

Vil + [Vie1|

LTI [ ]

(4.13) ak ak
2 (1= ) Al G SVl =Vl

d

Ubung 4.13 Zeigen Sie im Setting von Satz 4.12: falls die CFL-Bedingung |a|k/h < 1 gilt, dann ist || E||¢s g0 <
1, d.h. das Verfahren ist in £*° stabil. .

Bemerkung 4.14 vergleiche auch: den Begriff der Monotonie des Verfahrens — siehe das Buch von
Asher

Bemerkung 4.15 (physikalische Plausibilitéit der CFL-Bedingung und des Upwinding) Die Losungs-
formel (4.6) zeigt, dafl die exakte Losung bei (x;,T) durch ug(z; — aT) gegeben ist. Damit ist eine
notwendige Bedingung an das numerische Verfahren, dafl zum Zeitpunkt ¢, = T die Startwerte in der

Nihe von z; —aT “gesampled” werden. Betrachtet man das ft/bs-Verfahren, so “sieht” der Punkt (z;,t1)

die Werte bei (x;,tp) und (x;_1,t1), der Punkt (x;,2) entsprechend die Werte bei (x;_2,%0), (zi—1,t0),

(x;,t0) etc. Bei t,, = T damit die Startwerte bei (x;—j,t), j =0, ...,n. Falls also das Intervall [x;_, 2;]

nicht den Punkt x; — aT enthélt, dann kann das Verfahren nicht funktionieren.

e Im Fall ¢ < 0 kann das Verfahren also nicht funktionieren.

e Im Fall ¢ > 0 muf} zusétzlich die Bedingung nh > oT, d.h. nh > akn gelten, was genau die
CFL-Bedingung ka/h < 1 ausdriickt. .

Bemerkung 4.16 Upwinding kann auch fiir Systeme formuliert werden. Sei A eine konstante Matrix
und betrachte
U, +AU, =0

Kann man A = VDV ! diagonalisieren, dann wiirde man in den neuen Variablen U = V=1U ft/bs fiir
die Komponenten mit D;; > 0 machen und ft/fs fiir die Komponenten mit D;; < 0. Schreibe

D=D"+D",

wobei DT die positiven und D~ die negativen Diagonalelemente von D hat (formal: Dj; = max{D;;, 0},
D;; = min{D,;,0}). Das Upwind-Verfahren ist dann

(a3

~ - k ~ ~ k ~ ~
n+1l __ n + n n — n ny.
Uj 7Uj fﬁD (Uj ij_l)fED (Uj+1ij),
Riicktransformation zur U-Variablen fiihrt mit
AT =VDTV~1 A-=VD V!

auf .
n+1 __ n + n n
Uyt =0y - SAT (U - Uy

k — n n
)_EA ( j+1_Uj)§
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4.2 von Neumann-Analyse

Die klassische Stabilitdtsanalyse wird nicht in || - [|;1 durchgefiihrt sondern in der Norm

1/2
1(Vi)llez == (Z h|m|2> .

Entsprechend bezeichnen wir mit ¢2 den Raum der Folgen mit endlicher Norm.
Der Grund ist in erster Linie ein technischer: fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten auf regelméfBigen Gittern liefert die Fourieranalyse ein sehr bequemes Werkzeug. Man definiert:

e Die “Fouriertransformation” einer Folge (v;);ez:

0(&) := (Fa(v))(§) := hzefig“"jvj, § € [=m/h,m/h]

e die Lfb—norm:

7/h
o3 = [ (e de

-/

e Die Faltung zweier Folgen u = (u;);, v = (v;);

(u * 'U)i = hZui,jvj = hZujvi,j
J J

Es gilt:
Satz 4.17 (i) (Parseval) Fy, ist ein Isomorphismus (3 — L3 :

Verl|(viiezlle = [0z, 0= Fu((vi)icz)-

Die Inverse ist gegeben durch

(iii) (Translation) Fiir jo € Z ist Fp,((vj4j,)ez)(€) = %0 (€)
(iv) (Modulation) Fiir & € R ist Fp((e1°%v;),e2)(€) = V(€ — &)
(v) (Dilation) Fiir m € Z\ {0} ist Fa((vmj)jez)(€) = 5(&/m)/|m]
(i) (Konjugation) Fu((75);e2)(€) = 7(—6)
Beweis: Ubung. O

Betrachte ein Einschrittverfahren mit Propagationsoperator E der Form

S
(Ev); = Z Uity
b=—1r
fiir Koeffizienten «y. Der Operator E ist vom Faltungstyp:
1
(Ev) =a*uw, ag = 30—y

Damit ist

—

(Ev)(€) = a(§)v($),

wobei @ der Verstirkungsfaktor genannt wird. Es ist:
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Operator Symbol
Vorwértsdifferenz D, : u; 41 — uy e —1
Riickwartsdifferenz D_: u; — u;_1q 1—e %
symmetrische Differenz Dg: u; 41 — u;—1 2isiné
00 Uig1/2 — Ui—1/2 2isin(¢/2)
D,D_ —45sin%(£/2)

Abbildung 4.5: Symbole einiger Differenzenoperatoren

Ubung 4.18
IElle2 ez = e max @e]
Damit ist die Stabilitdtsanalyse zuriickgefiihrt auf die Berechnung von a. Man sagt, dafl ein Verfah-
ren die von-Neumann-Stabilititsbedingung erfiillt, falls der zugehorige Verstiarkungsfaktor @ die folgende
Bedingung erfiillt:
@) <1+Ck Ve [—n/hm/h] (4.15)

wobei C' > 0 unabhingig von k (und natiirlich &) ist.

Beispiel 4.19 (Upwind-Verfahren) Das Upwind-Verfahren fiir die Advektionsgleichung im Fall a =
—1 (und g =0) ist

n n n n n k
vj+1:(Ev )i =i + AV — vy, /\:E.
Dies hat die Form Ev™ = a * v™ mit
1 1
aj = E)\gil’j + E(l —N)dj.0, On,m = Kronecker 6

Die Fouriertransformierte ist
Q&) = h(e ™ 1a_; + e ¥%0qg) = AelM + (1 - )
Man sieht, dafl im Fall 0 < A < 1 gilt:
[a@) <1 V&€ [-n/hm/h],
d.h. das Verfahren erfiillt die von-Neumann-Bedingung (4.15). L]

In der Praxis kiirzt man die Bestimmung von ¢(§) := a(§) mit einer “Rechenregel” erheblich ab: man
macht den Ansatz v} = g€l und setzt in das Verfahren ein, um eine Formel fiir (&) zu erhalten.

Beispiel 4.20 (Lax-Wendroff) Fiir die Advektionsgleichung mit a = —1 ist das Verfahren gegeben
durch

v;H'l = (Bv"); = v} + 5)\(Uj+1 —vi )+ 5/\2(vj+1 — 20} + v ), A=k/h.

Einsetzen des Ansatzes v = g"el$7" und Kiirzen mit ¢g"e'$7" liefert

1. . 1 . : h
g(&) =1+ 5)\(6‘@ — ey 4 5)\2(€l£h — 2+ e =14 iXsinéh — 207 sin? %

Eine elementare Rechnung zeigt, daf§ auch hier fiir A € (0,1] die Bedingung
2 2 2\ o4 A€(0,1]
sip @ = swp (1— 421 ADsint(eh/2) < 1
gel—n/h,m/h] Eel—n/h,m/h]

erfiillt ist, d.h. die von-Neumann-Bedingung (4.15).
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Die Form des Verstarkungsfaktors g zeigt auch, daB das Lax-Wendroff-Verfahren dissipativ® ist:
Wihrend g(€) ~ 1 fiir £ ~ 0 ist fiir [£| ~ 7/h sogar |g(£)| = 1 —4X2(1 — \?) < 1, falls A < 1. M.a.W.:
Wihrend die niederfrequenten Term (wegen Konsistenz!) weder verstéirkt noch gedimpft werden, werden
die hochfrequenten Lésungskomponenten (und damit auch die hochfrequenten Fehleranteile) geddmpft.

Die Bedeutung des Faktors Ck in der Bedingung (4.15) ergibt aus dem Wunsch, auch Gleichungen mit
Termen niedrigerer Ordnung zu behandeln:

Ubung 4.21 Betrachten Sie
us — Uy +c(z)u=0

mit der Upwinddiskretisierung

k
U?H = (Bv"); = v} + A}y, — v}) + ke(z;)vj, A= 7 (4.16)
Sei Ey die Evolution, die zu ¢ = 0 gehort. Aus Beispiel 4.19 folgt, dafl HE||Z% < 1. Sei nun c¢ stetig mit

||z < oo. Uberlegen Sie sich, dal dann [Ellez < [[Eollez + kllcl| o gilt. SchlieBen Sie, daBl damit auch
E die von-Neumann-Bedingung erfiillt. .

Ubung 4.22 betrachten Sie die Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung u; — tz, = 0 mit dem
expliziten Eulerverfahren in der Zeit (und symmetrischen Differenzen im Ort):

k

uftt —ul = o (ufyy — 2ul +ul ), =13
Zeigen Sie, daBl der Verstirkungsfaktor g(¢) = 1 — 40 sin®(£h/2). Was kénnen Sie iiber die Stabilitit des
Verfahrens in Abhéingigkeit von k& und h aussagen? .
Bemerkung 4.23 e die von-Neumann-Analyse kann auch fiir Systeme (und damit auch fiir Mehr-

schrittverfahren wie dem leap frog Verfahren) durchgefithrt werden—siche Ubungen.

e Im allg. liefert es nur notwendige Bedingungen fiir Stabilitdt, aber nicht hinreichend. In der Praxis
liefert es aber doch eine recht gute Vorstellung davon, was die CFL-Bedingung ist.

e Fiir Probleme mit nichtkonstanten Koeflizienten geht man typischerweise so vor, dafl man in einem
ersten Schritt den Wertebereich der Koeffizienten bestimmt und dann eine von-Neumann-Analyse
fiir die Gleichung mit eingefrorenen Koeffizienten ( “freezing of coefficients”) durchfiihrt. Im Prinzip
kann dies auch fiir nichtlineare Gleichungen durchgefithrt werden. Auf diese Weise erhélt man
natiirlich nicht scharfe Abschétzungen fiir die CFL-Bedingung, aber oft brauchbare Schétzwerte.

4.2.1 Stabilitidtsanalyse des Leap Frog Verfahrens

Vorbemerkung: Leap Frog ist ein wichtiger Vertreter von 2-Schritt-Verfahren. Mehrschrittverfahren

konnen als Vektoreinschrittverfahren verstanden und analysiert werden (siehe Ubung), aber eine direkte
Analyse ist oft einfacher.

Fiir die Advektionsgleichung ist das Verfahren
P! Uity — Uy

ok YT o

u

=0 (4.17)

4genauer: von der Ordnung 4. Allg. ist ein Verfahren dissipativ von der Ordnung 2r, falls der Verstirkungsfaktor g die
Beziehung |g(¢)| < (14 Ck)(1 — C|¢h|?T), fir € € (—n/h, 7/h) erfiillt. Siehe die Diskussion in Abschnitt 4.3. LW ist strikt
dissipativ, Lax-Friedrichs ist dissipativ aber nicht strikt dissipativ; siehe Diskussion in [?, p. 179].
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Bemerkung 4.24 e Man benétigt 2 Startwerte u) und u;, i € Z. Die Werte u; konnen mit einem
Einschrittverfahren erzeugt werden.
um
o= ()

kann das Verfahren (4.17) als Einschrittverfahren formuliert und analysiert werden.

e Mit dem Vektor

Wir machen eine Stabilitdtsanalyse mittels Fouriertransformation: die Transformierte u" (§) := Fp ((ul}):) (&)
erfiillt

amtH€) + 2iadsin(Eh)A"(€) — A" H(E) =0, A= % .

Fiir feste &, h ist dies eine Rekurrenz in n, die aufgelst werden kann:

Ubung 4.25 Seien a, 3 € C. Seien z;, o die Losungen von 0 = 22 + o 4+ 3. Betrachte alle Folgen
(vp)n mit
Unt1 + oV, + Bup—1 =0, Vn > 1.

Dann gilt:

(a) Der Raum diese Folgen ist ein 2-dimensionaler Vektorraum
(b) Falls z1 # x2, dann sind die beiden Folgen (x7),, (z%), eine Basis dieses Raumes.
(c¢) Falls ;1 = 3, dann sind (27),, und (na?), eine Basis dieses Raumes.

Seien nun ¢4 (§) und g_ (&) Losungen von
g% + 2ia)sin(éh)g —1 =0

d.h.

g+ (€h) = —iaXsin(Eh) £ \/ 1 — (aX)2sin?(¢h).

Damit kénnen wir 4" schreiben als:

u™ (&) = v(E)(g+(ER)" +(E)(9-(£))"  falls g4 (¢h) # g- (&),
u™ (&) = v(E)(g+ (&))" +6(E)n(g+(£))"  falls g4 (Eh) = g (§h).

Die Funktionen (), §(&) ergeben sich aus den Startwerten u°(¢), u'(€). Stabilitiit der Diskretisierung
fordert hier

l9+(ER)| <1 und  |g_(h)| <1 V§ € (=n/h,7/h),  (4.19)

falls g4 (§) = ¢g— (&) dann muss|g4(€h)| <1 sein. (4.20)

Wir beobachten nun:

e |aA| > 1 impliziert |g_(—m/(2h))| > 1 woraus folgt, dafi die CFL-Bedingung |aA| < 1 gelten musf.

e [a)\| < 1 impliziert |g4|? = |g_|> = 1 — (aX)?sin?(¢h) + (arsin(€h))? = 1, d.h. das Verfahren
ist stabil, es sei denn, g (£h) = g—(€h). In diesem Fall muB 1 = |aAsin(h)|, d.h. |aA| = 1 und
¢ = +7/(2h). Dann ist g4 = g— = +i d.h. (4.20) ist verletzt.

Zusammenfassung: Falls |aA| < 1, dann ist Leap Frog stabil. Falls |aA| = 1, dann ist es (schwach) instabil.
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4.3 Dissipative Verfahren

4.3.1 Vorbetrachtung:
Ausgangspunkt:

1. fiir lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten liefert die von-Neumann-Analyse ein einfaches
Werkzeug zur Stabilitédtsanalyse

2. fiir Systeme
Ut = EU™ + kG"

untersucht man analog die Fouriertransformierte E(f) Der Einfachheit halber untersucht man
den Spektralradius p(E) fiir £ € (—n/h,7/h). Man sagt, das Verfahren erfiillt die von-Neumann-
Bedingung, falls p(E(¢)) < 1+ Ck fiir alle £ € (—n/h,7/h).

Probleme: variable Koefliziente? Nichtlineare Gleichungen?

“Standardvorgehen”: von-Neumann-Analyse fiir “frozen coefficients”, d.h. man macht von-Neumann-
Analyse fiir alle (erwarteten) Werte der Koeffizienten. Oft gibt dies gute Hinweise auf Stabilitéit bzw.
Schrittweitenbeschrinkungen. Fiir dissipative Verfahren und gewisse Problemklassen reicht in der Tat
die Methode des “frezzing of coefficients”. Dies triff insbesondere auf parabolische Probleme zu.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Methode des “freezing of coefficients” nicht immer zuverléssig
ist:

Beispiel 4.26 (Zabusky-Kruskal-Verfahren fiir KdV) Wir betrachten die KdV-Gleichung u;+(cu?+
Vg )z = 0 mit der Leap frog-artigen Diskretisierung

1 2ap Vi k
1 1

upth =i == (i ) (e - i) =55 (W = 20 200 i), =g
Die von Neumann-Analyse liefert nach “freezing of coefficients”

k< f
4|v|/h? + 2|atmaz |

Wir betrachten das Verfahren mit

o v =10.0227, a=0.5, uo(x) = cos(mx), u(0,t) = u(2,1)
e Beobachtung: |u| <5

e —> Erwartung: h = 0.01 und k£ < 0.004 sind stabil.

e Numerik: h = 0.01 und £ = 0.0001

Die Numerik in Fig. 4.6 zeigt, dafl diese konservative Schrittweitenwahl nicht ausreicht! Tatséchlich
kommt es bei T > 21 /7 zu einem blow-up, obwohl die exakte Losung fiir alle Zeiten existiert. .

Das Versagen des Zabusky-Kruskal-Verfahrens [?]° fithrt man allgemein auf eine “Instabilitit” zuriick
in dem Sinn, dafl hochfrequente Losungsanteile (d.h. groe £ im Fourierbild) durch die Nichtlinearitit
verstirkt werden. Ein manchmal propagiertes Mittel ist deshalb, Verfahren mit (etwas) Dissipation zu
verwenden.

4.3.2 Dissipative Verfahren

Definition 4.27 FEin Verfahren mit Propagationsoperator E heifit dissipativ® von der Ordnung 2r, falls
P(E(€)) < (1 3[¢h*)(1 + Ck)

fiir Konstante C', 6 > 0 unabhdngig von k, h.

5in diesem Paper wird der Begriff der Solitonen eingefiihrt
Smanchmal auch: strikt dissipativ
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Abbildung 4.6: das Zabusky-Kruskal-Verfahren fiir die KdV-Gleichung

KaV on torus,t = 0.01,T = 0.01 KdV on torus,u = 0.01,T=1 KdV on torus,u = 0.01,T =2 KdV on torus,u =0.01,T=4

05 1 1.5 - 05 1 15 - 05 1 1.5 - 05 1 15
x x x x

KdV on torus,ju = 0.01,T =7 KdV on torus 1 = 0.01,T = 7.05

KdV on torus,u = 0.01,T = 6 KdV on torusu = 0.01,T =7.07

Lo
b Lo 2 v ow s oo

Beispiel 4.28 Betrachte das Lax-Wendroff-Verfahren fiir u; — u, = 0:
g(€) = 1 +iXsin(€h) — 20? sin?(¢h/2)
19())? = (1 — 2)\%sin?(¢h/2))? + M sin?(€h) = 1 — 4X3(1 — A?) sin*(¢h/2)

Damit ist das Verfahren dissipativ von der Ordnung 2r = 4, falls A\ = k/h < 1 (verwende /1 —z =
1 —1/2z + O(z?) fiir kleine z). .

Dissipativitét tritt relativ natiirlich bei Diskretisierungen von parabolischen Gleichungen auf, weil das
kontinuierliche Problem ein solche Eigenschaft hat:

Beispiel 4.29 Betrachte die explizite Eulerdiskretisierung der Wirmeleitungsgleichung aus Ubung 4.22
mit Verstirkungsfaktor g(&) g(&) = 1 — 4o sin?(¢h/2). Stabilitiit (|g(¢€)| < 1) verlangt also o < 1/2. Fiir
o < 1/2 ist das Verfahren dissipativ von der Ordnung 2.

Ubung: Fiir das implizite Eulerverfahren ist das Verstirkungsfaktor g(¢) = 1/(1 + 4o sin®(¢h/2)).
Das Verfahren ist also stabil und ebenfalls dissipativ von der Ordnung 2. .

Im einfachsten Fall liefert Dissipativitdt, dafl konsistente Verfahren tatséchlich stabil sind:

Satz 4.30 (Kreiss) Betrachte das strikt hyperbolische System
u +Au, =0

d.h. die konstante Matriz A habe paarweise verschiedene reelle Figenwerte. Dann ist ein (explizites)
Differenzenverfahren stabil, wenn es konsistent und dissipativ von der Ordnung 2r > 0 ist.

Beweis: siehe [?, Thm. 5.2] und z.B. [?, Thm. 6.5.2]. O

Bemerkung 4.31 Das Zusammenspiel von Konsistenz und Dissipativitdt bereits bei parabolischen Glei-
chungen im Abschnitt 2.5.5 gesehen haben bei der Analyse der Funktion Fj,: fiir “kleine z = A,k nutzten
wir die Konsistenz, fiir groBe z = A,k benétigten wir die L-Stabilitiit des Einschrittverfahrens. Ahnliches
liegt auch Satz 4.30 zugrunde: fiir konsistente Verfahren erwartet man, dafl das Stabilitdtsverhalten fiir
kleine ¢ sich aus dem kontinuierlichen Problem erhalten 148t (cf. Satz 4.32)), wihrend das Stabilitéts-
verhalten fiir grofle £ eine zusétzliche Eigenschaft ist.

Wie Satz 4.30 zeigt, kann Dissipativitit eines Verfahrens eine niitzliche Eigenschaft sein. Tatséchlich
haben sehr viele Verfahren (auch fiir hyperbolische Probleme) ein wenig Dissipation—das Lax-Wendroff-
Verfahren ist ein Beispiel. Wihrend fiir parabolische Probleme wie der Warmeleitungsgleichung Dissipa-
tion eine Eigenschaft des kontinuiertlichen Problems ist, ist es bei hyperbolischen Erhaltungsgleichungen
meist nicht. Man versucht deshalb meist, die Dissipation des Verfahrens moglichst gering zu halten.

noch ueberarbeiten—streichen Aus der Konsistenz eines Verfahrens und der Wohlgestelltheit des kontinuierlichen Problems kann man E(¢) fiir
“kleine ” & kontrollieren:
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Satz 4.32 Betrachte das lineare Problem uy = Pu mit einen linearen Ortsdifferentialoperator P mit konstanten Koeffizienten. Habe das numerische Verfahren Konsisten-
zordnung p (in Ort und Zeit). Dann gilt:
= P(ig)k 1
IE(e) — POk < glen P+l

wobei die Matriz eP (€K den cxakten Losungsoperator beschreibt, d.h. die Losung von ug = Pu mit Anfangsbedingung u(-,0) = e€%uq ist PGty wenn ug € RS
ist, mit Problemgrifie s € N.

Beispiel 4.33 Betrachte das Lax-Wendroff-Verfahren fiir uy — ug = 0. Der Operator ef (1)t crgibt sich aus
GPGO ign Ly L i(att)

d.h.

ef’(ig)t, it

=e

Der Verstiarkungsfaktor g(&) = E(€) von Lax-Wendroff ist g(£) = 1 + iAsin(¢h) — 222 sin2(¢h/2) Damit
g(&) — P UOE — 1 L insinen) — 222 sin2(eh/2)'€F = ... = O((en)3),
was zur Konsistenzordnung p = 2 von Lax-Wendroff paft. .
Beweis:[von Satz 4.32] Sei i € O§°(—n/h, 7/h). Definiere
w/h
a) = [T e ae) ag
J—m/h
Um die Konsistenz auszunutzen, schreiben wir einen Schritt des Verfahrens:
Eu(¢) = B()u(8)
/R ieme
— @y = [T M@ ae
—n/h
Die exakte Evolution ist
w/h Bi i
u(z, k) =/ Il POk G gy i6m e
—n/h
Damit ist der Fehler
1 LYZU PUOE _ feva
uej k) —ul(ay) = [T 26 POOR _ Be)ace) ae
—7/h
Fiir z; = 0 folgt damit wegen der Konsistenzordnung p:

J

T/h PG | gena P+, (p+1)
‘./4/;1(6 - B@©)a(e) ag| < orP TP oo gy
Lat man G — 8¢/ laufen fur ein festes ¢/ € (—m/h, 7/h) und nutat, da8 dann IuPFD | oo m) < C1€'|PHL, 50 ergibt sich die Behauptung. [m]

Satz 4.32 ist interessant, weil er zeigt, daf aus der Stabilitit des kontinuierlichen Problems (Kontrolle von e (i€)) und Konsistenz des Verfahrens man

Kontrolle von E(€) fiir “kleine” ¢ erhalten kann. Fiir groBe £ muB dies aus dem Verfahren herriihren, z.B. durch Dissipativitt.

“Herleitung” von Lax-Wendroff

Wie wir es bei parabolischen Gleichungen gemacht haben, kénnte man zahlreiche Verfahren erzeugen,
indem man zuerst eine Semidiskretisierung im Ort durchfithrt und dann ein Zeitschrittverfahren darauf
anwendet. Das Lax-Wendroff-Verfahren (fiir u; + au, = 0) wird anders “hergeleitet”: Mit den Differen-
zenoperatoren Dy, D_, Dy (z.B. Diu(z) = u(x + h) — u(z), Dou(z) = u(x + h) — u(x — h)) ergibt
Taylor

kQ
u(t + k, I) =u-+ kut + ?utt + O(k‘Q)
Die Gleichung u; + au, = 0 liefert
U = — AUy, Upt = AP Uyps. (4.21)

So konnen Zeitableitungen durch Ortsableitungen ersetzt werden und anschlieSend durch Differenzen-
quotienten approximiert werden:

k k2
u(t+k,x)=u— ﬁaDou + WCﬁDJFD,u + kO(K* + h?)
Das zeigt, dafl die Konsistenzordnung des Verfahrens
A 2 ka
uptt =l — 3 (uiyr —uiq) + 5 (ufyr — 2u +uiy) =0, A= T

gerade 2 (genauer: (2,2)) ist.
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Modifizierte Gleichung

Die Fourieranalyse (d.h. die von-Neumann-Analyse) ist eine Moglichkeit, das Verhalten von Diskreti-
sierungen zu verstehen. Eine andere Moglichkeit, das qualitative Verhalten von Verfahren zu verstehen
ist, sie als “bessere” Approximation an eine andere (“modifizierte”) Gleichung zu interpretieren und zu
stipulieren, daf§ das qualitative Verhalten dieser kontinuierlichen Gleichung das numerische Verfahren
beschreibt. Wir illustrieren das mit drei klassischen Beispielen:

Beispiel 4.34 (modifizierte Gleichung des upwind-Verfahrens) Wir betrachten u; +au, = 0 mit
a < 0. Das Verfahren ist

k
T YL T N S
Taylor um (¢, z) liefert
k? k3
u(t—|—k,x) :u+kut+?utt+guttt+~-- s
h? h3
u(t,z+h) =u+ hu, + ?Uxx“‘guxmc"' )
u(t+k,x) —u u(t,x +h) —u k k2 h h?
T = L +a h = Ut+§utt+€uttt+"' +a u:c"’g“xw"’gux:cx"'

1 1
:ut+awﬁ+ikmt+§hmum+(Xk2+h%

Falls wir us + au, = 0 ausnutzen, dann erhalten wir, daf§ das Upwindverfahren Konsistenzordnung (1, 1)
hat. Falls wir jedoch annehmen, dafl v die Gleichung

1 1
Up + auy + ikutt + ihaum =0 (4.22)

erfiillt, dann erhalten wir (formal) Konsistenzordnung (2, 2). Man nennt (4.22) die modifizierte Gleichung.
Typischerweise formuliert man die modifizierte Gleichung nochmals um, indem man Zeitableitungen
durch Ortsableitungen ausdriickt: aus (4.22) ergibt sich (formal) durch Differenzieren nach ¢ und x:

ug + augy = O(k + h), Uyt + Qg = O(k + h), (4.23)
dafl wir (4.22) schreiben kénnen (unter Vernachlissigung von Termen O(h? + k?))

1 1 . 1
0=wu + auy + §kutt + ihaum (4.23) U + augy + B [—kaug + haug, + kO(k + h))

.28 1 1
(4.23) up + auy + 3 [kazum + haugy + kO(k + h)| = u; + au, + 3 [ka2 + ha uge + O(k? + h?).

Damit approximiert das obige (!) Upwindverfahren die Gleichung

aéO h |:k k2 2:|

LI LA PY 4.24
on |l 520 (424)

1
Up + AUy — Vg, = 0, V= ) [ka2 + ah]
mit Konsistenzordnung (2,2). Wir bemerken, dafl v > 0, falls die CFL-Bedingung erfiillt ist. Man kann
sich also vorstellen, dafl das Upwindverfahren zwar die Advektionsgleichung approximiert, aber mit
hoherer Genauigkeit die Wirmeleitungsgleichung (4.24) mit (kleiner) Diffusion. Da die Wirmeleitungs-
gleichung Dissipation hat, erwartet man, dafl auch das Upwindverfahren dissipativ ist. .

Ubung 4.35 Zeigen Sie, daB fiir das Lax-Friedrichs-Schema die modifizierte Gleichung

h

k

1—\%a?), A=

Ut + aty + Vg, = 0, v

ist. Insbesondere ist die Diffusionskonstante v fiir Lax-Friedrichs grofler als fiir Upwind.
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advection eqn, periodic bc, one period, A =0.5, h=0.01
T T T T T T T T
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Abbildung 4.7: Upwind, LW, LF fiir Advektionsgleichung mit unstetigen Anfangsbedingungen

Ubung 4.36 Die modifizierte Gleichung fiir das Lax-Wendroff-Verfahren ist gegeben durch

ah? K%,
ut—&—auz—l—G(l—hQa)umz:O

Beispiel 4.37 Wir betrachten die Advektionsgleichung mit periodischen Randbedingungen:
ug —uy =0 auf (0,1) x RF, w(0,t) = u(l,t) Vt> 0. (4.25)

Um den Einflufl der Verfahren auf die hochfrequenten Anteil der Anfangsbedingung herauszuarbeiten,
ist uo(z) = Xx[0.25,0.75) () (und damit bleibt die exakte Losung auch eine stiickweise konstante Funktion).
In Fig. 4.7 wird der Ergebnis verschiedener Verfahren bei T'= 1 und k/h = 0.5 gezeigt. Die modifizierte
Gleichung fiir das Upwindverfahren und Lax-Friedrichs ist eine parabolische Gleichung mit relativ viel
Dissipation (Lax-Friedrichs hat sogar noch mehr Dissipation als das Upwindverfahren). Das ist spiegelt
sich in Fig. 4.7 wider. Die modifizierte Gleichung von Lax-Wendroff ist eine Gleichung 3. Ordnung, bei
der Dispersion eine grofie Rolle spielt. Das spiegelt sich in den Oszillationen in der numerischen Losung
wider. .

Bemerkung 4.38 (Dispersion) Die Losung u von
Ut + augz =0, w(0,z) = uo(x)

ist

u(t,z) = uo(x — at) =

1 = o\ i€(z—at)
Ner: /& uo(§)e dg
(diese Darstellung erhiilt man direkt aus der Fourierinversionsformel” oder indem man die Differentialgleichung
fouriertransformiert und dann 16st). Wir interpretieren dies so: Die Fourierkomponente o(£)e's® zur Frequenz
& breitet sich mit Geschwindigkeit a (nach rechts) aus. Die Geschwindigkeit a ist unabhdngig von £. Sei nun
& — a(&) eine Funktion von £. Dann stellt v(x,t) = \/% fg To(£)el* @~ ¢ eine Funktion dar mit folgender
Eigenschaft: die Fourierkomponente von v(-,0), die zur Frequenz & gehért, wandern mit Geschwindigkeit a(§).
Allgemein spricht man von Dispersion, wenn die Fourierkomponenten sich mit £-abhéngiger Geschwindigkeit
ausbreiten.
Wir 16sen die Gleichung
Ut + AUz + VUgee = 0, u(0,z) = uo(x)

Fouriertransformation (in x) liefert die ODE
a(t,€) + ai€a(t, &) + v(i€)*u(t,€) = 0, @(0,£) = o (€)
1

3
"Wir verwenden u(¢) = \/% [, e71%¢(x) dz mit Inversionsformel u(z) = NoT f€ elzEq(¢) de

(0]



mit Losung
u(t, €) = exp(—(aié + v(i€)*)t)io (€)

Riicktransformation liefert
ult, z) / e~ (@iE GO g o) ge L / iefe—(o+ GO 5 e g,

Wir erkennen insbesondere, daff Ausbreitung der unterschiedlichen Fourierkomponenten der Anfangswerte von
uo unterschiedliche Geschwindigkeit haben. Dies ist beim Lax-Wendroff-Verfahren in Fig. 4.7 erkennbar, denn es
“erklart” die Oszillationen. "

4.4 Raum-Zeit-DG
Wir betrachten eine etwas allgemeinere Form von (4.3):
ur +b(z,t) - Vu+ c(z, t)u = g. (4.26)

Im Unterschied zu parabolischen Gleichungen hat in (4.26) die ¢-Variable keine besonders herausgehobene
Rolle. Nennt man zg = ¢, so kénnen wir auch auch folgendes, allgemeineres Problem betrachten:

b(z) - Vu+c(x)u=f aufQ, (4.27)

wobei wir jetzt Q C RYt! zulassen. Bei dieser Gleichung kann nicht eine Randbedingung auf dem
gesamten Rand 0f) gefordert werden. Wir definieren den “Einstrémrand”, den “Ausstromrand” und den
“charakteristischen Rand” durch

'Y = {zxe€dQ: bz) n(z) <0}, (4.28)
't = {z€0Q:b(z) n(x) >0}, (4.29)
= = {ze€dQ: b(z)- n(x) =0} (4.30)

Hier ist n(z) der (duere) Normalenvektor im Punkt z € 9Q. Tatséchlich kénnen wir fiir (4.27) nur eine
Randbedingung auf I'~ oder I'T fordern. Wir betrachten deshalb das Randwertproblem

b(z) - Vu+c(z)u = g aufQ, (4.31a)
u = 0 aufl". (4.31b)

Beispiel 4.39 Betrachten Sie das Problem

—u' +u=g auf (0,1),
Uberlegen Sie sich, da man nicht sinnvollerweise u(0) = 0 = u(1) fordern kann sondern nur u(0) = 0
oder u(1) = 0.

Unser Ziel ist ein numerisches Verfahren fiir (4.31). Hierzu sei T ein Gitter, welches I'™ auflost, d.h. jede
Randkante e erfiillt entweder e C I'~ oder e C 92\ I'". Fiir jedes Element K bezeichnet wir mit nx die
(duBere) Normale des Elementes K.

Zur Motivation nehmen wir an, dafl die Losung u von (4.31) hinreichend glatt ist. Sei v eine stiickweise
glatte Testfunktion, d.h. v|k ist glatt fiir jedes K. Betrachtet man ein Element K, so folgt aus (4.31a)
durch Multiplikation mit v, Integration iiber K und partieller Integration:

/ng:/K(c—l—b~Vu)v:/Ku(c—uV-(bv)—i—/aK(b~nK)uv

Durch Summation iiber alle Elemente K € T ergibt sich:

Z/ (cv =V - (bv)) + /aKanuv—Z/gv

KeT KeT
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Wir fithren den Begriff des Flufles auf dem Rand des Elementes K ein:
fK = (b . nK)u.

Es wird sich als zweckmiiflig erweisen, die gemeinsame Kante/Fliche zwischen zwei Elementen K, K’ zu
bezeichnen; wir verwenden das Symbol
K|K',

wobei die Reihenfolge gleichzeitig eine “Orientierung” festlegt. Wir werden im Folgenden kurz “Kante”
fiir diese Schnitte sagen, auch wenn es in héheren Dimensionen eigentlich Hyperfliche sind.
Es wird sich auch als zweckméfig erweisen, die Nachbarelemente zu definieren:

N(K):={K' € T| K und K’ teilen sich eine Manigfaltigkeit mit Kodimension 1}
Bei der Diskretisierung wird man u stiickweise glatt ansetzen. Damit liegt es nahe, den Raum
SPi={uel*(Q):ulxeP, VKeT}

zu gegebenem p € Ny zu betrachten. Fiir eine numerische Realisierung liegt es dann nahe, die Testfunk- Begriff der
tionen v ebenfalls aus diesem Raum zu wéhlen. Hierzu ist zu bemerken, dafl bei unstetigem Ansatz fiir ~Konsistenz
u und unstetigen Testfunktionen v keine Kopplung zwischen u|x und u|g- fiir benachbarte Elemente K

und K’ existiert. Diese Kopplung realisieren wir nun dadurch, dafl auf der Kante K|K’, auf der eigentlich

zwei Approximationen (ndmlich u|x und u|x) an die exakte Losung zur Verfiigung stehen die Kopplung

iiber einen “numerischen Fluf” /HK‘ k- zu realisieren, d.h. den Flul fx wird durch einen “numerischen

FluB” 7 K|k ersetzt. Eine sinnvolle Wahl des numerischen FluBes erscheint z.B.
EK\K’ = (b : nK)aK\K’
wobei es fiir die Wahl von @ viele Méglichkeiten gibt; plausibel erscheinen z.B.
o Ui = 5 (ulx +ulg)le
® Ug|x = ulk
® Up|x = ulKs
Fiir Randkanten e C I'” wird man sinnvollerweise
ule=0 VeCcI™

withlen.® Im vorliegenden Fall ist also der numerische Fluf h K|k bereits eindeutig durch die Wahl von
u auf den Kanten festgelegt:

hK|K’ = anu|K|K/

Es ergibt sich als numerisches Verfahren:
Finde u € SP%(T) s.d.
BEmS (u,v) = Z u(cv+ V- (bv)) +/ (b-ng)uv =1(v) := / vg Yo € SPO(T(.32)
Q

KeT 7K oK
Ublicherweise wird diese Formulierung wieder partiell riickintegriert, und wir erhalten:

Finde u € SP%(T) s.d.

BIrens (y, v) = Z (cu+b-Vu)v) + /
KeT 'K o

(b-ng)(w—uv=I1w):= / vg Vv € SPO(T(U.33)

K Q

Die Wahl des numerischen Flufles beeinflufit entscheidend die Qualitéit des numerischen Verfahrens. Wir
fiihren das am folgenden Beispiel vor:

8diese Wahl ist zwar naheliegend, aber nicht zwingend—weiterhin ist es zwar naheliegend, |, nur abhingig von den
Funktionswerten in den angrenzenden Elementen zu machen, aber auch das ist nicht zwingend
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Abbildung 4.8: Links: Losungsplot. Rechts: Konvergenzverhalten

Beispiel 4.40

W +u=g auf(0,1), u(0) = 0.
Hier ist g(z) = 1 + x, so daB die exakte Lsg u(x) = x. Sel ; = ih, i =0,...,N und K; = (z;_1, ;).
Fiir die Wahl p = 0 (d.h. S%°(T) besteht aus den stiickweise konstanten Funktionen) schreiben wir

fiir u|x, = u; und die Testfunktionen bestehen ebenfalls aus stiickweise konstanten Funktionen, fiir die
v|k, = v; schreiben:

N

BIrans(u,v) = Z/Kv(u’ + u)v + (u(x;)v; — u(zi—1)v(x;))
N

= Z /K wo + (u(z;) — u(wi—1))v;
N

= " b + (@) — i) v

i=1
woraus sich als LGS ergibt:

/ gdz = hus + @(z;) — A(zia),  i=1,...,N.
K.

i

Wir betrachten 2 Wahlen von @(z;):
o upwind fluz: U(x;) = u; fur 1 < j < N und u(zo) =0 (und u(zn) = un)
o central fluz: U(z;) = § (uj + ujqq) fiir 1 <j < N —1 und @(zo) = 0 und t(zn) = uy.

Wir erkennen in Fig. 4.8, dafl die Wahl des upwind flux gute Approximationen und sogar die erhoffte
Konvergenz O(h) liefert, wihrend die Wahl des central flux zu keiner Konvergenz fiihrt. .

Entscheidend fiir die Wahl des numerischen Flules @ ist, dal man ihn abhingig vom Vorzeichen von
b - nk in (4.33) wéhlt. Wie wir unten sehen werden, fithrt die richtige Wahl des numerischen Flufles auf
ein Verfahren mit guten Stabilitdtseigenschaften.

Der upwind flux (b - ng)u ist definiert durch folgende Wahl von @ auf jeder Kante:

e Sei e eine innere Kante von T, welche sich K und K’ teilen. Fiir z € e definieren wir:

u(x) = egal falls b(x) - ng(x) = b(z) -ng/(r) =0
u(z) = wulg(x) falls b(z) -ng(z) >0
u(z) = ulg(x) falls b(x) - ng(x) > 0.
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e Sei e ein Kante auf I'": dann definieren wir |, = 0
e Sei e ein Kante auf 0Q \ I'": dann definieren wir %, als Limes von u vom angrenzenden Element

Dieses Verfahren hat gut Stabilitdtseigenschaften, wie wir nun zeigen. Hierzu benétigen wir den Sprung
[u] auf einer Kanten e = K|K:

[ulle = ulgnk +ulxkng falls e = K|K’ eine innere Kante ist
[u]le = u|lgnk falls e eine Randkante ist mit e C 0K.

Satz 4.41 Es gelte
1 _
C—§V-bZCO>O auf €.

Mit dem Sprung [-] gilt fir die Wahl des “upwind fluz” und stiickweise glatte Funktionen u:

rans 1
BLE™ (uu) = ) II\/@LII%z(K)+Zglllb'nKIWHU]]Ilsz(e),

KeT e€ef

wobei € die Menge aller Kanten von T ist. Fir Randkanten ist der Sprung einfach definiert als der Wert
der Spur.

Beweis: Fiir glatte Funktionen u ist «Vu = V(3u?). Damit gilt fiir jedes Element K € T

1 1
/u(c+b-Vu)=/u2<c—V-b>+/ —b - nxu?
K K 2 oK 2
1
BEwms (4 Z/ (C—V ) /aKb-nK [ﬂu—QUZ}

KeT

Damit

ZCO
Die Summe Y. [5 schreiben wir als Summe iiber Kanten. Dabei:

e Sei e eine innere Kante die sich Elemente K und K’ teilen. Sei x € e. Sei o0BdA K das Element
mit b(z) - ng(x) > (der Fall b(z) - ng(x) = 0 ist nicht interessant). Dann rechnen wir wegen
ng = —ng und der Wahl von u(z):

b(x) - nk () [ﬁ(m)uK(m) — %’U,K(l‘)2 +b(z)  nk(x) [ﬂ(w)u[@ (z) — %UK/ (z)?
= b(z) nk(x) [uK(m)2 - %uK(x)2 —ug(z)ug (x) + %UK/ (x)z}

= (@) nacle) (o) = g ().

Diese Rechnung ist auch fiir den Fall b(z) - nx (z) = 0 richtig.
e Falls e eine Randkante mit e C I'™ ist, dann ist 7 = 0 auf e und somit

2

1 1 1 1
b-ng {ﬂ— 24 u=—-b-ng-u°= §|b~nK|u2 = §|b-nKH[[u]]|2,

2
wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, wie der Sprung auf Randkanten definiert ist.

e Falls e eine Randkante mit e C 9Q\ T'~ ist, dann ist b - ng > 0 und @ = u. Somit
1 1 1
b-ng [ﬂ— u} u= §b ‘ngu® = 5() e |[u])?,

2

wobei wir wieder ausgenutzt haben, wie der Sprung auf Randkanten definiert ist.
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Fafit man alle Kantenbeitrige zusammen, dann hat man

1 1
> /Mb-w (u— QU)F 5 2 b a2 [l 2 e,

KeT eeT

wobei wir leicht schlampig mit ng einen Normalenvektor auf e bezeichnen. O

Satz 4.41 zeigt, dafl die Bilinearform B koerziv ist. Damit ist insbesondere eindeutige Losbarkeit des
diskreten Verfahrens gegeben.

Die Herleitung der Variationsformulierung zeigt auflerdem, dafl das Verfahren konsistent ist im fol-
genden Sinn: Falls u eine Losung von (??) ist und zudem die Regularititsbedingung u € H () gilt,
dann ist

BEwans (u,v) = 1(v) Yo € SPO(T). (4.34)

Damit ergibt sich die Galerkinorthogonalitét

BEW™ (u—uy,v) =0 Yo e SPY(T). (4.35)

4.5 DG und Finite Volumenmethoden im Ort—RK in der Zeit

Das numerische Verfahren in Abschnitt 4.4 hat ausgenutzt, dal die Zeitvariable eigentlich keine her-
ausgehobene Rolle hat und deshalb eine Diskretisierung im Raum-Zeit-Zylinder durchgefiihrt. Wie bei
parabolischen Verfahren sind jedoch in der Praxis Zeitschrittverfahren vorherrschend. Wir werden mit &
den Zeitschritt bezeichnen.

Die Behandlung von Randbedingungen ist ein eigenes Thema bei hyperbolischen Problemen. Wir be-
handeln hier den einfachsten Fall eines reinen Anfangswertproblems, d.h. Q = R?. Die Anfangsbedinung
ug wird mit kompaktem Tréger vorausgesetzt.

ur+V-fu)=0 auf Q xRT, u(+,0) = ug (4.36)

Wir gehen von einer Triangulierung 7 von € aus. Fiir Testfunktionen v € SP(T) ergibt sich nach
partieller Integration (und Vertauschen von Integration und %)

EK:jt/Kuvdt—/KVv-f(u)—|—/8KnK.f(u)v:0.

Weil die Testfunktionen unstetig sind, mufl ein Kopplung iiber benachbarte Elemente erfolgen. Dies
erfolgt mit dem zu wihlenden numerischen Flufi h = h(u,v,n). Bezeichnet man mit N (K) die Nachba-
relemente von K, so ergibt sich als numerisches Verfahren: Finde u € SP°(T), so daf

;jt/Kuv—/KVv-f(u)—&-

Hier ist wie oben K|K' eine Kurznotation fiir den Schnitt K N K’. Wir nennen ihn Kante, was aus dem
2D-Fall im Ort motiviert ist.

/ E(UK,UK/,TLK)’U:O.
KreN (k) EIK

Definition 4.42 (numerischer FluB) Sei S9! = {z € R%|||z|ly = 1}. Eine Funktion h : R x R x
S9! — R heifit numerischer Flup, wenn sie lokal lipschitz-stetig stetig ist. Der numerische Fluf heifst

e konsistent, wenn /ﬁ(u, u,n) = f(u) - n fir alle u.
e konservativ, falls ?L(u, v,n) = fﬁ(v,u, —n).

e monoton, falls h monoton wachsend im ersten Argument und monoton fallend im zweiten Argument

ist: A(1,4,n)
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Beispiel 4.43 Der Fall der Advektionsgleichung entspricht f(u) = bu fiir konstantes b. Upwinding
entspricht der folgenden Wahl des numerisches Flufies auf einer gemeinsamen Kante K|K’' von zwei
(Orts-)Elementen K, K':

h(ug,ug,nKg) =

~ b -ngug falls b-ng >0
b -ngug: fallsb-ng <O0.

Man sieht, dal der numerische Flu8 konservativ (Ubung!) und natiirlich auch konsistent ist.
Man kann diese Wahl des Flufies auch ohne Fallunterscheidungen schreiben:

-~ 1 1
h(uK,uK/,nK) = ib *NK (UK/ +’LLK) — 5 |b . nK| (UK/ — UK)

Bemerkung 4.44 Die Bedingung ﬁ(u, v,n) = —ﬁ(v, u, —n) driickt eine Erhaltungseigenschaft aus: Fiir
die Testfunktion v = 1 ergibt sich:

/sz Zdt/u_ Z Z /KK/ (ur, urr,ni)-

K K'eN(K

Schreibt man dies als Summe {iber alle Kanten, so ergibt sich mit der Beobachtung, daf} jede Kante e
von 2 Elementen K., K/ geteilt wird:

/ Z/ UK,’U,K/ nK Z/ UK,, UK, VK, )+/h(uKé,uK€,nKé)
K|K'
= —Z/h(uKﬁyqu,an) —h(ug,, vk, nK,) = 0;
e €

hier haben wir die Eigenschaft der Konservativitit ausgenutzt. n

Ein vollstandiges Verfahren ergibt sich nur die Wahl eines Zeitintegrators. Im einfachsten Fall wird man
ein explizites Eulerverfahren wihlen. Im Fall des expliziten Eulerverfahrens gilt immer noch die (globale)
Erhaltungseigenschaft aus Bemerkung 4.44:

Ubung 4.45 Formulieren Sie das explizite Eulerverfahren. Bezeichne mit «" die numerische Approxi-
mation zum Zeitpunkt ¢,,. Zeigen Sie:

/u"+1 z/u” Vn € Np.
Q Q

strong stability preserving methods

Im Prinzip gibt es viel Auswahl bei den Zeitdiskretisierungen. Meist will man jedoch zusétzliche Eigen-
schaften erhalten. Bei vielen hyperbolischen Erhaltungsgleichungen gelten gewisse Monotonieeigenschaf-
ten auf der kontinuierlichen Ebene, die dann ins Diskrete vererbt werden sollen. Bei skalaren Gleichungen
z.B. kénnte ||u(-,t)||pe < |Juo(-)||L~ gelten. Das wesentliche Vorgehen kann man bereits auf dem ODE-
Level verstehen.
Betrachte das ODE-System
y' =g(y)
Wir nehmen an, daf das einfachste RK-Verfahren, das explizite Eulerverfahren, in einer Norm || - || die
Kontraktivitatsbedingung
Ily™ + kg™l < [ly"ll
erfiillt. Dann sagen wir, daf ein (anderes) RK-Verfahren die SSP-Eigenschaft® hat, falls fiir es ebenfalls
die Eigenschaft [|y"*!|| < |ly"| gilt. Das folgende Lemma 4.47 gibt hinreichende Kriterien an, unter
denen ein explizites RK-Verfahren SSP ist. Zuvor eine Umformulierung des klassischen Vorgehens:

9strong stability preserving
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Ubung 4.46 Sei ein s-stufiges explizites RK-Verfahren beschrieben durch das Butcher-Tableau
c

A Dann gilt fiir das RK-Verfahren angewandt auf ' = g(y):

e Das RK-Verfahren wie folgt definiert mit Hilfe der (Zwischen-)Stufen Y;, i =1,...,s

i—1

Y, = yot+kY Aijg(V;), i=1,..s
j=1

o= Yo+ kijg(Y])
j=1

e Erweitert man die Matrix A zu einer Matrix in RGTD*s indem Asir,: = b gesetzt wird, dann
hat das Verfahren die Form
Y1 = w
Yipn = y0+k‘ZAi+1,j9(Yj)7 i=1,...,s

j=1

y1 = Yo

e Das RK-Verfahren kann in der folgenden Form geschrieben werden mit Koeffizienten oy ; > 0, die
zudem die folgende Bedingung erfiillen: «; ; = 0 impliziert 3; ; = 0.

i = w
Yipn = Y oY +kY Bijg(V;), i=1,...s
=1 =1

o= Ysi1

(D_ie Darstellung ist nicht eindeutig). Zeigen Sie, daf} die Konsistenz des Verfahrens die Bedingung
> i = 1 (fiir jedes 4) erwingt.

Lemma 4.47 Sei ein explizites s-stufiges RK-Verfahren gegeben. Mdge das explizite Eulerverfahren sta-
bil sein unter der “CFL-Bedingung” k < kexppuler- Mdgen die Koeffizienten B; ; in der Darstellung aus
Ubung 4.46 die Bedingung Bi,; > 0 erfillen. Dann gilt: das RK-Verfahren ist SSP, falls die Schrittweite
k die Bedingung

Qg

Bij

k < keszuler Il’lln

erfillt.

Beweis: Die Idee ist, dafl das Verfahren eine Konvexkombination aus expliziten Eulerschritten ist. Der
Einfachheit nehmen wir an, daf§ alle o; ; > 0. Dann ist

i Bi
Yipr = Zaz’,j (YJ + a}j} kg(Y;)
irj

Jj=1

und damit

Yitall < Zamlly +o Big kg Dl < Z%JHY I,

j=1
wobei wir im letzten Schritt die Stabilitéit des expliziten Eulerverfahrens und die stringentere Schrittwei-
tenbedingung verwendet haben. Aus der Konsistenz ;o6 =1 folgt

[Yiga| < max Y.
Jj=1,...,1
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Induktiv folgt damit ||Yi+1]] < ||Y1]| = |lyol| fiir jedes ¢ und damit ||y1]] = [|YVexall < llvoll- O

0 0 0
Ubung 4.48 o Zeigen Sie, daf die explizite Trapezregel SSP ist: 1 1 0
12 12
0 0 0
e Zeigen Sie, daf} die explizite Mittelpunktsregel nicht SSP ist: 1/2 | 1/2 0 .
0 1

Bemerkung 4.49 Wenn einige der f3; ; negativ sind, dann kann man u.U. immer noch stabile Verfahren
erzeugen, wenn geeignet das explizite Eulerverfahren durch das implizite Eulerverfahren ersetzt wird, [?].
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